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CINQUIÈME SECTION. 



(suite.) 



OUVRAGES DIDACTIQUES. 



MÉCANIQUE 

ANALYTIQUE 



QUATRIEME ÉDITION, 

D'APRÈS LA TROISIÈME ÉDITION DE 18S3 PUBLIÉE PAR M. BERTRAND. 



TOME SECOîJD. 



Xll. 



AVERTISSEMENT 



DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 



La publication de ce deuxième Volume de \^ Mécanique analytique 
a éprouvé un retard dont nous allons exposer les principaux motifs. 
M. Lagrange en avait déjà fait imprimer les premières feuilles, lorsque 
la mort l'enleva aux sciences. M. Prony se chargea de suivre l'édition 
de ce Volume, et fut aidé dans la revision des épreuves par M. Garnier, 
professeur à l'École royale militaire. Le manuscrit des Sections Vil et 
VIII se trouva fort en ordre (*); mais, étant arrivé à la Section IX, on 
reconnut que cette Partie était incomplète, et que le premier para- 
graphe seul en était achevé. M. J. Binet fut invité à faire, avec 
MM. Prony et Lacroix, les recherches nécessaires dans les papiers de 
M. Lagrange, pour compléter, s'il était possible, les matières qui 
devaient entrer dans cette Section. Leurs recherches fournirent la 
conviction que notre illustre Auteur n'avait fait que préparer cette 
Partie, et que rien d'entièrement achevé n'avait été égaré. 

De nombreuses occupations ayant détourné M. Prony des soins de 
l'impression, qui, dans la Section IX en particulier, exigeait une grande 

(')'ll est permis de croire, au contraire, que Lagrange, s'il eût vécu plus longtemps, 
aurait presque entièrement changé la Section VIII, qui, évidemment, n'a pas été écrite avec 
le même soin que le reste de l'Ouvrage. Les erreurs de calcul y sont telles, qu'il est abso- 
lument impossible de les corriger sans altérer le texte, et que nous avons dû les reproduire 
dans cette édition. (/. Bertrand,) 



VIII AVERTISSEMENT DE LA DEUXIÈME ÉDITION. 

attention pour coordonner les matières et les notations de l'ancienne 
édition avec ce qui était imprimé de la nouvelle, M. J. Binet a bien 
voulu se charger de ce travail souvent pénible. On a profité de toutes 
les notes marginales rencontrées sur l'exemplaire de M. Lagrange et 
écrites de sa main. N'ayant pu renfermer dans le texte quelques ma- 
tières relatives au mouvement de rotation, trop peu complètes pour 
former un paragraphe, on les a réunies dans une Note à la fin du 
Volume. 

Une autre Note a été formée d'une remarque également trouvée 
parmi les manuscrits; elle se rapporte au problème de la détermi- 
nation de l'orbite des comètes, problème traité dans le § III de la 
Section VII. 
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LV DYNAMIQUE. 
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SECTION SEPTIÈME. 



SUR LE MOUVEMENT I) UN SYSTÈME DE CORPS LIRRES, REGARDÉS COMME DES POINTS, 

ET ANIMÉS PAR DES FORCES d'aTTRACTION. 



On peut ranger en trois classes tous les systèmes de corps qui 
agissent les uns sur les autres, et dont on peut déterminer le mou- 
vement par les lois de la Mécanique; car leur action mutuelle ne peut 
s'exercer que de trois manières différentes qui nous soient connues : 
ou par des forces d'attraction, lorsque les corps sont isolés, ou par des 
liens qui les unissent, ou enfin par la collision immédiate. Notre sys- 
tème planétaire appartient à la première classe, et par cette raison les 
problèmes qui s'y rapportent doivent tenir le premier rang parmi tous 
les problèmes de la Dynamique. Nous allons en faire l'objet de cette 
Section. 

Quoique dans les systèmes de cette classe, où les corps sont sup- 
posés se mouvoir libremenl, il soit très facile de trouver les équations 

de leur mouvement, puisqu'il ne s'agit que de réduire toutes les forces 
XII. I 



2 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

à trois directions perpendiculaires entre elles et d'égaler, par le prin- 
cipe des forces accélératrices, la force suivant chacune de ces direc- 
tions à l'élément de la vitesse relative à la même direction, divisé par 
l'élément du temps; néanmoins, l'usage des formules données dans la 
Section IV est toujours préférable, parce qu'elles fournissent direc- 
tement, et sans aucune décomposition préalable de forces, les équa- 
tions différentielles les plus simples, quelles que soient les coor- 
données qu'on emploie pour déterminer la position des corps, même 
lorsque les corps, au lieu d'être tout à fait libres, sont contraints de 
se mouvoir sur des surfaces ou des lignes données. 

Nous commencerons par rappeler les formules dont nous ferons 
usage. 

1. Soient m, m', m", ... les masses des différents corps regardés 
comme des points; ic, j, z les coordonnées rectangles du corps m ; x\ 
y\ z' celles du corps m', et ainsi de suite, ces coordonnées étant toutes 
rapportées aux mêmes axes fixes de l'espace. On fera 

1 dl* a dt* 

Et si, a la place des coordonnées rectangles x, j, s, on veut employer 
d'autres coordonnées quelconques 5, yj, J^, il n'y aura qu'à substituer 
les valeurs de x, y, z en $, yj, X. dans la formule dx^ h- dy^ -+- dz^ ; de 
même, on substituera dans dx'^ -+- dy^ -h dz'^ les valeurs de x\ y', z' en 
$', yj', C» si l'on veut transformer les coordonnées rectangles x\ y\ z' 
en \\ Y]', Z,\ et ainsi de suite. De cette manière, la quantité! deviendra 
une fonction des variables ^, y], Î^, ^', y]', s'. ... et de leurs diflTérences 
premières. 

Soient maintenant R, Q, P, ... les forces avec lesquelles chaque 
point de la masse m tend vers des centres fixes ou non, dont les dis- 
tances soient r, y, /?, . . . , lesquelles, étant données en a:, j, s, devien- 
dront aussi des fonctions de ^, r;, î^; on fera 

on =r R ôr -h Q 07 4- P ô/? ^-, . ., 
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soit que SU soit une différentielle complète ou non; et, dénotant par 
les mêmes lettres marquées d'un trait, de deux traits, ... les quan- 
tités analogues relatives aux corps m', m", . . . , on fera de plus 

s\ = m an -+- m' SU' 4- m' an'' 4- ... . 

Si, outre ces forces dirigées vers des centres donnés, il y avait des 
forces d'attraction mutuelle entre toutes les molécules des corps m 
et m', en nommant r la distance de ces corps, regardés comme des 
points, et R la force d'attraction, dépendante de la distance ou non, il 
faudrait ajouter à SV le terme mm'RSr, et ainsi pour tous les autres 
corps qui s'attireraient mutuellement. 

Or, les corps étant supposés libres, les coordonnées qui déterminent 
leur position dans l'espace sont indépendantes, et chacune d'elles, 
comme ^, donnera une équation de la forme 

^ $T 3T 3V_ 

2. Lorsque les quantités SlI, 8ll\ ... sont des différentielles com- 
plètes, ce qui a toujours lieu dans le cas ou les forces sont proportion- 
nelles à des fonctions quelconques de leurs distances aux centres d'at- 
traction, lequel est celui de la nature, il sera plus simple de prendre 
d'abord les intégrales II, II', . . . , lesquelles seront 

n=fndr -^/Qdq -hfVdq -i-..., 



et la quantité V deviendra 

V = m n 4- m'R -h m'H" 4- . . . , 

laquelle étant réduite en fonction des variables ^, y], ^, $', y]', C» . . . , il 
sera aisé d'en déduire par la différentiation les différences partielles 

— , _, — Dans ce cas, si les fonctions T et V ne renferment point 
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le temps fini /, on aura toujours l'intégrale 

H étant une constante arbitraire, laquelle renfernie le principe des 
forces vives. 

CHAPITRE I. 

DU MOUVEMENT d'uN CORPS REGARDÉ COMME UN POINT ET ATTIRÉ VERS UN CENTRE FIXE PAR 
DES FORCES PROPORTIONNELLES A UNE FONCTION DE LA DISTANCE, ET EN PARTICULIER DU 
MOUVEMENT DES PLANÈTES ET DES COMÈTES AUTOUR DU SOLEIL. 

3. Lorsqu'on ne considère que le mouvement d'un corps isolé, on 
peut supposer sa masse m égale à l'unité, et l'on aura simplement 

idt^ ' 
et 

aV = R ôr -h Q 37 -f^ P (Îy9 4- . . . . 

Dans ce cas, quelles que soient les trois coordonnées qui déterminent 
le lieu du corps dans l'espace, comme elles sont indépendantes, elles 
donneront trois équations différentielles de la forme 

JT^ dT oV 

àdl il "^ ol ''^' 

auxquelles on pourra joindre l'équation du premier ordre 

T 4- V -zr U, 

qui tiendra lieu de l'une d'entre elles. 

Si le mouvement se faisait dans un milieu résistant, en désignant la 
résistance par R, il n'y aurait qu'à ajouter à la valeur de SV les termes 
(Sect. II, art. 8) 

^ /d.r 5, dy ^ dz ^ \ 

mais l'équation T4- V == H n'aurait plus lieu. 
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4. Supposons que le corps m soit attiré vers un centre fixe par une 

force R fonction de la distance r du corps au centre, on aura siniple- 

ment 

V r=y' R dr. 

Prenons la distance r pour Tune des coordonnées du corps, et pre- 
nons, pour les deux autres, l'angle ^ que le rayon vecteur r fait avec 
le plan des xy et l'angle ç que la projection de r sur ce plan fait 
avec l'axe des x\ en plaçant l'origine des coordonnées rectangles x^ 
y, z dans le centre des rayons r, de manière que l'on ait 



r z=i ^x^ H- ^* -h -3* , 

on trouve facilement 

j7=: /•cos^j^cos9, / = rcos^sin9, ^^r/sin^l», 

et de là 

On aura donc ces trois équations différentielles relatives à r, vp, 9 

. ôT èl oV 

odr ôr ôr 

3T dT dV 

dd^ ôtj; "^ a^ '"" ^' 

. aT ôT è\ 

«9 09 09 

lesquelles deviennent 

dc^ dt^ -hR-o, 

r' c?^' r* sin 4» cos ^ d^* 



, r- cos* d/ é/o 



et l'équation 



T-hVnrH 
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donnera tout de suite cette première intégrale 

r' ( ces''!» do^ -+- d'Y ) -^^ dr^ r» ^ u 

dt^ *^ 

dans laquelle H est une constante arbitraire. 

5. La dernière des trois équations différentielles est intégrable d'elle- 
même; son intégrale est 

r*cos*v|;c?9 _ ., 

(i étant une constante arbitraire; et la seconde devient intégrable en y 

substituant pour -^ sa valeur -; — rr' tirée de celle-ci, et en la mul- 

^ dt r'cos*4> 

tipliant par ir^di^; l'intégrale est 

r'd^' C» _ 
dL* COS*vj^~ ' 

E étant une nouvelle constante arbitraire. 
Je remarque d'abord sur cette intégrale que, si l'on suppose que '^ 

et -^ soient nuls à la fois dans un instant, ils seront toujours nécessai- 
rement nuls; car, en faisant pour un instant ^j; = o et ^ = o, la der- 
nière équation donne C^ = E', et elle devient, par la substitution de C^ 

au lieu de E^, 

/ * d^^ ^, 

laquelle ne peut avoir lieu qu'en faisant 

+ = 0, ^^o. 

La supposition dont il s'agit revient à faire en sorte que le corps se 
meuve dans un instant dans le plan des xy, ce qui est toujours pos- 
sible, puisque la position de ce plan est arbitraire; alors le corps con- 
tinuera de se mouvoir dans le même plan et décrira nécessairement 
une orbite plane, c'est-à-dire une ligne à simple courbure. C'est ce 
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qu'on peut aussi démontrer directement par Tintégralion de la même 
équation. Car, en y substituant pour dt sa valeur tirée de la première 
intégrale, elle devient 



008*4^^^9* CCS* il; 

Soit, lorsque ^j; = o, ^ = tangi; on aura 

E« = C* 4- C« tang» I = -^., 
et la dernière équation se changera en 

d'où l'on tire 

d^ 



d(^ =r 



cos* ^ y/lang* i — tang* ^ 



équation séparée dont l'intégrale est 

9 — /i = arc sm - — ^ 
^ tang£ 

ou bien 

tang^ = tangf sin(9 — h), 

h étant la valeur de ç lorsque '>{> = o- 

Cette équation fait voir que ^ — h et 4^ sont les deux côtés d'un 
triangle spbérique rectangle dans lequel j est l'angle opposé au côté 4'- 
Ainsi, puisque l'arc 9 — A est pris sur le plan des xy, et que l'arc 4^ 
est toujours perpendiculaire à ce même plan, il s'ensuit que l'arc qui 
joint ces deux-ci, et qui forme l'hypoténuse du triangle, fera avec la 
base ç — A l'angle constant i; par conséquent, cet arc passera par les 
extrémités de tous les arcs 4*» et tous les rayons r se trouveront dans le 
plan du même arc, lequel sera ainsi le plan de l'orbite du corps, dont 
l'inclinaison sur le plan des xy sera l'angle constant i et dont l'inter- 
section avec ce même plan fera avec l'axe des x l'angle A. 

Si, pour fixer les idées, on prend le plan des ipy pour l'écliptique, 
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9 sera la longitude sur Técliptiquc, '^ la latitude, h la longitude du 
nœud de Torbite et i son inclinaison. 

6. Prenons maintenant l'intégrale 

/•' ( cos- 'if do^ -h d'if^ ) -h dr^ / • « , n 
^ ;^^, ^ 4- 2 / l\dr = 2H; 

en y substituant pour r/j» sa valeur en ^9 trouvée ci-devssus, elle devient 



r^cos^'ifd^^ dr^ 
cos 



— —\j-s\- 4- -7-7 H- 2 / H ^r — Ci H, 
:oii'idt* dt' .' 



laquelle doit être combinée avec l'autre intégrale 

7/7 ' - ^" 

Si l'on y substitue la valeur de dif tirée de celle-ci et qu'on fasse 

C 



COSI 

on aura l'équation 



-. ^ I), 



d'où l'on tire 



dr^ IV' .'„ . _, 



dt. — —-- -^ -r-T- - 

il 



En intégrant celte équation, on aura l'expression de / en r, et récipro- 
quement celle de r en f. 

7. On aura ensuite 9 par l'équation 

. _ I) cosidi 

^ ~~ r'cos*'>{> ' 

or, comme le plan des angles 9 est arbitraire, si on le fait coïncider 
avec le plan de l'orbite, en faisant i= o, on aura aussi vp — o (art. 5), 

par conséquent eh — -^^» et, dans ce cas, l'angle r/9 sera celui que le 
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rayon r décrit dans ie plan de Torbite. Donc, si Ton désigne en général 
cet angle par d<^, on aura 

d<l>= — — > 



et, substituant la valeur de dt en dr. 



d<i> = 



y/2lI-2/R^r-5; 



/•» 



équation dont Tintégrale donnera la valeur de O en r, et réciproque- 
ment celle de r en $. 
Ensuite on aura 9 en $ par l'équation 

cos< 
laquelle, en substituant pour cos'| sa valeur tirée de Téquation 

tangi]; = tangf sin (9 — h) 

trouvée plus haut, devient 

^^_ d^ cosf rftang(y~/t) ^ 

cos£[i4- langui sin* (9 — A)] cos'/ 4-lang*((p — hy 

d'où Ton tire par l'intégration 

* + ^ = arctangl^M(lZl^, 

° cos< 

k étant une constante arbitraire; et de là 

tang(<p — A) = cos< tang(^4- A), 

équation qui indique que $-+-^ est l'hypoténuse du même triangle 
sphérique rectangle dont la base est 9 — A etl'angleadjacenti (art. 5), 
et dont le côté opposé à i est 'j'- 
en voit par là que $ 4- ^ est l'angle décrit par le rayon r dans le 
\ll. 2 
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plan de Torbile, et dont Torigine est à la ligne d'intersection de ce 
plan avec celui des xy; que ç — A est l'angle décrit par la projection 
de ce rayon sur le même plan, et que i est l'inclinaison du plan de 
Torbite sur le plan fixe des xy, 

8. Le problème est donc résolu, puisqu'il ne dépend plus que de 
l'intégration des deux équations séparées entre /, <P et r; les six con- 
stantes arbitraires nécessaires pour Tintégration complète des trois 
équations différentielles en r, ç et ']f seront i. A, D, H et les deux que 
l'intégration introduira dans les valeurs de / et de <P. 

Dans la solution que nous venons de donner, nous avons pris pour 
coordonnées le rayon vecteur avec les deux angles de longitude et de 
latitude, pour nous conformer à l'usage des astronomes; aussi cette 
solution a-t-elle l'avantage d'offrir directement la plupart des théorèmes 
que l'on ne trouve ordinairement que par la Trigonométrie sphérique. 
Mais, en l'envisageant du coté analytique, elle est moins simple que si 
l'on avait conservé les coordonnées rectangles primitives; c'est ce qu'il 
est bon de faire voir, d'autant qu'il en résultera de nouvelles formules 
qui pourront être utiles par la suite. 

9. En prenant x, y, z pour les trois variables indépendantes, les 
formules générales de l'article 3 donnent tout de suite les trois équa- 
tions différentielles 



-^ R - rz:: O, 



dt^ r 

et l'équation intégrale 

da-^ -i- dv^ -h dz^ 



idt' 



-f. / Kr//=H. 



En chassant R des trois équations différentielles, on a immédiatement 
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trois équations intégrables et dont les intégrales sont 

xdy--y dx __ 

Il -^' 

z dx — X dz 

di ~*^' 

y dz — zdv . 

dt "'^' 

G, B, A étant des constantes arbitraires dont la première est la même 

que celle de l'équation 

r' cos* ^d^ p 

di -^ 

de Tarticle 5, parce qu'en effet celle-ci n'est qu'une transformée de 
l'équation 

par la substitution des valeurs de x^y, z de l'article 4. 

Ces trois intégrales répondent à celles que nous avons données pour 
un système de corps, dans l'article 9 de la Section III, d'où nous aurions 
pu les emprunter. 

10. En ajoutant ensemble les carrés des trois dernières équations 
et employant cette réduction connue 

{xdy — y dxy^ {zdx — xdzy-^- {y dz — zdyY 

= (x^-h/* ■+■ z^) {dx^-hdy^-hdz^) ^{xdx -^ y dy -\- z dz)*, 

on a l'équation 

r^dx^-^dy^-i-dz^)-r^dr' - A« ^ Ri a. Tî 

laquelle, en y substituant pour dx^ -hdy^-i- dz^ sa valeur tirée de la 
première intégrale, et faisant, pour abréger, 

A* 4- B« 4- C* = D-, 
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donne 

2r«(H-/Rrfr)-^=DS 

d*où Ton tire tout de suite 

dr 



dl=L 



y/.H-./R^r-^' 



comme dans rarticle 6. 

Les mêmes équations, étant ajoutées ensemble» après avoir mul- 
tiplié la première par z^ la deuxième par y et la troisième parar, donnent 

celle-ci 

C5 -h B/ -f- A j:^ =i o, 

laquelle est à un plan passant par Torigine des coordonnées et fait 
voir que Torbite décrite par le corps est une courbe plane décrite autour 
du cenire des forces. 

H. Nommons 5, r^ les coordonnées rectangles de cette courbe, l'axe 
des \ étant pris dans la ligne d'intersection du plan de la courbe avec 
celui des xy\ nommons de plus, comme dans l'article 5, i l'angle formé 
par ces deux plans, et A l'angle que la même ligne d'intersection fait 
avec l'axe des x\ ces deux quantités i et h seront constantes, et, par 
les formules connues de la transformation des coordonnées, on aura 

x^=L\zo%h — Y) cosi sin//, 
j=:5sin/i 4- YÎCOSICOS/P, 

z = m sine. 

Ces valeurs, étant substituées dans les mêmes équations, donneront 
celles-ci : 

\dr\ — r\d\ 



dt 



COS£ = C, 



f\d^ — id^, . . „ 
— . — sinicos/t = B, 

cdn — ndl , . 

:j- s\ni sm/*r= A. 

at 
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Ajoutant leurs carrés ensemble et extrayant ensuite la racine, on a 
(art. 6) 

dt cosi 

de sorte que les valeurs des constantes A, B, C seront 

C = D COSI, B = — D sin/cos/t, A = Dsin£sin/j. 

Or, désignant par 4^-i-^, comme dans Tarticle 7, l'angle que le 
rayon rfait avec la ligne d'intersection du plan de l'orbite et du plan 
fixe des xy^ il est clair qu'on aura 

Ç = rcos(4^-h A:), rj = r sin(4^ 4- A), 

et la dernière des équations précédentes deviendra 

laquelle donne le théorème connu des secteurs j r^d^ proportionnels 
au temps /. 
Substituant la valeur de di, on aura 

d<l^z=z 



comme dans l'article cité. 

Ainsi le problème est de nouveau réduit à l'intégration des deux 
équations séparées en t,<t> etr que nous avions déjà trouvées ci-dessus 
(art. 6 et 7); mais cette intégration dépend de l'expression de la force 
centrale R en fonction du rayon r. 

12. On voit, par ces équations, que ce rayon sera le plus grand ou 
le plus petit, soit relativement au temps ^, soit relativement à l'angle $, 
lorsqu'il sera déterminé par l'équation 

/• D' 
2 H — 2 / R rfr :î = o. 

Supposons qu'en intégrant ces mêmes équations on prenne les inté- 
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j^'ralcs en r de leurs seconds membres, de manière qu'elles commencent 
au point où rest un minimum, et que l'angle $ commence aussi à ce 
point; Tangle k sera alors celui que le rayon qui passe par le même 
point fera avec la ligne d'intersection de l'orbite avec le plan fixe 
(art. 7); et celte constante k, jointe à celle que l'intégration peut 
ajouter à / et aux constantes A, B, C, H, ou D, i, /«, H, complétera lo 
nombre des six constantes arbitraires que l'intégration des trois équa- 
tions différentielles en œ, y, z cil doit donner. 

13. Si maintenant on fait 

X = /• cos4^, Y = /• sin<^, 

il est clair que X et Y seront les coordonnées rectangles de la courbe, 
placées dans son plan et ayant la même origine que le rayon r, les 
abscisses X étant dirigées vers le point où r est un minimum ; et si l'on 
substitue ces quantités dans les expressions de $ et y) de l'article H, 
on aura 

ç := XcosA — YsinA-, tq 1= YcosA:-h XsinAr. 

Substituons ces valeurs dans celles de x, y, z du même article et fai- 
sons, pour abréger, 

a i=-4- cosA-cosA — sinA: sin/icosf, 
{3 =— sinA-cosA— cosXsinAcosi, 
ai=:-f- cosAsin/i -hsin^ cos/icos£, 
(3,=r — sinArsinA -hcosAcosAcos/, 
a,= sinA: sini, 
(3,=:cosA:sin/; 

on aura 

jr=iaX -h^Y =i/(acos4^ -+-(3sin<^), 
r = a,X-f- PiY = r(a, cos4^-f-Pi sin4^), 
z = a,X -H Pj Y = /-(«j cos4^ -f- (3, sin<^), 

expressions qui ont cet avantage, que les quantités dépendantes du 
mouvement dans Torbite sont séparées des quantités qui dépendent 
uniquement de la position de l'orbite relativement au plan fixe des xy. 
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Ces expressions de x^ j, z sont conformes à la théorie générale expo- 
sée (Sect. H, art. 10), et Ton aurait pu les en déduire immédiatement. 

En effet, en considérant tout de suite le mouvement dans Torbite, 
on a les coordonnées X, Y, la troisième Z étant nulle, lesquelles, ne 
renfermant que trois constantes arbitraires, peuvent être regardées 
comme des valeurs particulières des coordonnées générales x, y, z\ 
ensuite on aura celles-ci, par le moyen des coefficients a, p, a,, ..., 
qui renferment les trois autres constantes. 

14. Si, au lieu de considérer le mouvement dans Torbite propre du 
corps, on rapportait ce mouvement à un plan quelconque, par les trois 
coordonnées X, Y, Z, lesquelles ne continssent aussi que trois con- 
stantes arbitraires, on aurait alors par la même théorie les expressions 
générale» 

cr = aX -f-;3Y -hyZ, 
jr=a»XH-^,Y-^y,Z, 
Z =a,X-f-;3jY-i-y,Z, 

et comme on a trouvé (Sect. III, art. 10) 
on aurait 

y =isin/isîn/, y, = — cos/isin/, y,=:cos/. 

Ces valeurs de a, p, y, a,, ..., renfermant les trois arbitraires A*, 
h^ I, satisfont d'une manière générale aux six équations de condition 
données (Part. I, Sect. III, art. 10) 

a'-Haî-i-aî— I, i^'-H Î^î-H ?;== i, y*-Hyî-H yî = i, 
ftjS 4- «1(3,-^ «2?! = o, cf.^f ^ cf.^^^ 4- a,y, = o, Py -h p,y, 4- j3,y, — o. 

Après avoir donné les formules générale» pour le mouvement d'un 
corps attiré vers un point fixe, il ne reste qu'à les appliquer au mou- 
vement des planètes et des comètes; c'est l'objet des paragraphes sui- 
vants. 
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^ \. — Du mouvement des planètes et des comètes autour du Soleil 

supposé fixe. 

15. Dans le système du monde, la force attractive étant en raison 
inverse du carré des distances, on fera R = -^, g étant la force attrac- 
tive d*une planète vers le Soleil, à la distance r= r» ce qui donnera 
/'Rr/r = -^. 

Substituant cette valeur dans Téquation entre $ et r (art. 11), on 
voit que la quantité sous le signe devient 

laquelle peut se mettre sous la forme 






alors le second membre de Téquation exprimera la dilTérentieile de 
l'angle ayant pour cosinus la quantité 



r I) 



s/ 






(le sorte que, intégrant, ajoutant à $ la constante arbitraire K et pas- 
sant des arcs à leurs cosinus, on aura 



T^-ÏÏ^V/""-*-^^^'^*"^'^)- 



On voit que la plus petite valeur de r aura lieu lorsque l'angle $ -f- K 
est nul ; de sorte que, comme nous avons supposé (art. 12) que l'angle <b 
commence au point qui répond au minimum de r, on aura 



K = o. 



Donc, 


en 


SECOND] 
faisant, pour 


E PARTIE 
abréger, 

D« 

— j e- 
g 


SECTION 


VII. 


on aura 


b 


aHD» 






1 -l-CCOS*' 
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équation polaire d'une section conique dont b est le paramètre, eTex- 
centricité, c'est-a-dire le rapport de la distance des foyers au grand 
axe, rie rayon vecteur partant d'un des foyers, et ^ l'angle qu'il fait 
avec la partie du grand axe qui répond au sommet le plus proche de 

ce foyer. 

b b 
La plus grande et la plus petite valeur de r étant -^j- et > leur 

demi-somme sera __ , ; c'est la distance moyenne que nous désigne- 

rons par a, de sorte qu'on aura 

et si l'on substitue ici pour A et e leurs valeurs en D et H, on aura 

I \ — e^ 2 H ^ 

a~ b ~"~ g ' 

d'où l'on voit que la constante H doit être négative pour que l'orbite 
soit elliptique; si elle était nulle, l'axe ia serait infini, et l'orbite 
deviendrait parabolique; mais, si elle était positive, l'axe ia serait 
négatif (*), et Torbite serait hyperbolique. Dans le premier cas, la 
valeur de l'excentricité e sera moindre que l'unité; elle sera i dans le 
deuxième cas et plus grande que i dans le troisième. 

Il y a encore une autre hypothèse d'attraction qui donne aussi une 
orbite elliptique, c'est l'attraction en raison directe des distances; 
mais, comme elle n'est point applicable aux planètes, nous ne nous y 

(*) Lorsque les formules donnent pour ia une valeur négative, l'équation b = aii—e^) 

apprend que e est plus grand que l'unité, car b est positif et égal ù — ; c'est pour cette 

raison que la trajectoire est une liyperbole. (/. Bertrand.) 

XII. 3 
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arrêterons pas ici. On peut voir les Principes de Newton et les Ouvrages 

où Ton a traduit ses théories en Analvse. 

»/ 

16. Revenons maintenant k Téquation qui donne / en r (art. 10), et 
substituons-y — - à la place de j^dr, g A = ga(i — «*) à la place de 
D*, et — - à la place de 2H; elle deviendra 

a ' 

rdr 



dt^ 



,/gay/e«-(i-0' 



/• 



Faisons 1 = ecosô, ce qui donne 

r:=a(i — ecos^); 



on aura 



dtzzzk/^ (i — ecosO)de, 



et, intégrant avec une constante arbitraire c\ 



-c = y/|(9-esin^). 



Cette équation donnera en /; et comme on a r en 0, on aura, par la 
substitution, r en t. 

Si Ton fait la même substitution dans l'équation entre $ et r de l'ar- 
ticle 11, on aura celle-ci 



^^ dO v^ I — e« 
1 — ecos9 



dont l'intégrale est 



^ . v/i — e*smô 

9 1=: arc sm ^ 4- consl. 

I — e cos 9 



iMais on peut avoir la valeur de $ en 6 sans une nouvelle intégration, 
par la simple comparaison des valeurs de r, laquelle donne l'équa- 
tion 



Â =^ ^ ( I — e cos ^), 
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d'où Ton tire, à cause de i = a{i — e^). 



cosQ — e . - s'inO 

2, sin<^=: ^ 

I — ecosQ I — ecos0 



cos<l>= 2> sin<^=: ^yi — e'j 



et, de là, 



2 V I — 



lang ~ = 1/ : — - lang - 



e ^2 



On voit, par ces formules, que, lorsque l'angle 6 est augmenté de 
36o°, le rayon r revient le même, et que l'angle $ est aussi augmenté 
de 36o**. Ainsi la planète revient au même point, après avoir fail une 
révolution entière. Or, l'angle 6 augmentant de SGo*', le temps / se 

trouve augmenté de i/— X 36o; c'est le temps que la planète em- 
ploie pour revenir au même point de son orbite, et qu'on nomme le 
temps périodique. Ainsi ce temps ne dépend que du grand axe 2«, et il 
est le même que si la planète décrivait un cercle ayant pour rayon la 
distance moyenne a. Dans ce cas, on aurait 



=Vf 



ainsi le temps serait proportionnel aux angles parcourus. Et si l'on 
suppose g = 1 , et qu'on prenne la distance moyenne a de la Terre pour 
l'unité des distances, les temps seront représentés par les angles 
mêmes que la Terre décrirait si elle se mouvait dans un cercle dont la 
distance moyenne serait le rayon, avec une vitesse égale à l'unité. Le 
mouvement dans ce cercle est celui que les astronomes appellent //zo/v- 
vement moyen de la Terre ou du Soleil, et auquel ils rapportent com- 
munément les mouvements des autres planètes. 

17. Lorsque l'orbite est hyperbolique, le grand axe a devient né- 
gatif et l'angle 6 imaginaire. Pour appliquer les formules précédentes 
à ce cas, faisons 

a = — A et =: 



V/-I 
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on aura par ics formules connues, i étant le nombre dont le logarithme 
hyperbolique est i, 



sm7=i =r— > cosy= 



2V/- 

el les équations de l'article précédent deviendront 




iB_ i 
2 



'."). 



/e? -+- I i* 

à cause de e> i. 



îe .-le 



— 1 « 



.,e .-le 



18. L^équation 

trouvée dans l'article 15, donne, en substituant X pour rcos4^ 
(art. 13), 

^ _ b — r a(i — e') — r 

X — ^=^ • 

e e 

Substituant pour r sa valeur en 0, a(i — ecosO), on aura 



et, comme Y = y/H — X^, on trouvera 

Y=irt v^i — e* sin^i, 

expressions fort simples qu'on pourra substituer dans les expressions 
générales de a?, y, z du même article. 

Ainsi il ne s'agira plus que de substituer la valeur de 6 en /, tirée de 
l'équation donnée dans l'article 16, pour avoir les trois coordonnées 
en fonction du temps. 

19. L'angle 0, que nous venons d'introduire à la place de /, est ce 
qu'on appelle en Astronomie anomalie excentrique, et qui répond à 

y anomalie moyenne (/ — ^)\/ 3 ^^ à \ anomalie vraie $; mais les astro- 
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nomes ont coutume de compter ces angles depuis le sommet de l'el- 
lipse le plus éloigné du foyer où le Soleil est supposé placé, et qu'on 
nomme aphélie ou apside supérieure, au lieu que, dans les formules 
précédentes, ils sont supposés comptés depuis le sommet le plus 
proche du même foyer, qu'on nomme périhélie ou apside inférieure. 
Pour les rapporter à l'aphélie, il n'y aurait qu'à y ajouter l'angle de 
i8o®, ou, ce qui revient au même, changer le signe de la quantité e; 
mais, en prenant l'origine des anomalies au périhélie, on a l'avantage 
d'avoir des formules également applicables aux planètes, dont l'excen- 
tricité est assez petite, et aux comètes, dont l'excentricité est presque 
égale à l'unité, leur grand axe étant très grand tandis que le paramètre 
conserve une valeur finie. 

20. Il nous reste à déterminer en /, c'est-à-dire l'anomalie excen- 
trique par l'anomalie moyenne; c'est le problème connu sous le nom 
de problème de Kepler, parce qu'il est le premier qui l'ait proposé et 
qui en ait cherché la solution. Comme l'équation entre ^ et est trans- 
cendante, il est impossible d'avoir, en général, la valeur de en / par 
une expression finie; mais, en supposant l'excentricité e fort petite, on 
peut l'avoir par une série plus ou moins convergente. Pour y parvenir 
de la manière la plus simple, nous ferons usage de la formule générale 
que nous avons démontrée ailleurs (*), pour la résolution en série 
d'une équation quelconque. 

Soit une équation de la forme 

M =: 9-/(6); 

/(O) dénotant une fonction quelconque de 0, on aura réciproquement 
En général, si l'on demande la valeur d'une fonction quelconque 

(*) Foir les Mémoires de Berlin, années 1768-69; la Théorie dex fonctions, Chap. XVl, 
I** Partie, et le Traité de la Résolution des équations, note 1 1 . {Note de Lagrange.) 
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(le désignée par F(0), on fera 

et Ton aura 

Fr»^ F(») ^Aumu) ^ '^-^'fj""'^ H. ''^^^:Zl'"'^ 

21 . Pour appliquer cette formule à l'équation de l'article 16, on fera 

f{0) = es\nO v{ i/3z=(/-c)i/j; 

on aura immédiatement 

V =^ w -h esiii// 4- e* — -. he^ — » . ^ -f-. . ., 

OÙ il n'y aura plus qu'a exécuter les différentiations indiquées; mais, 
pour avoir des expressions plus simples, il conviendra de développer 
auparavant les puissances des sinus en sinus et cosinus d'angles mul- 
tiples de u. 

On aura de même 

. r. . , </(sin*//cosw) , ^/*(sin'//cosf/) 

siii znsinu -\- r. sm // cos u -+- e^ -^ , \- e^ ^ , , 

1 du 2.6 du- 

^ . , ,^sin'// ,^*sin*M 

ces 9 = cosw — esiii'/i — e' 7— — e' --„— r— • — • • .» 

'A du 'À . 3 du^ 

,sin*;/ „ siri'w 

d — d^ -- 

^ sin// - cos*// - cos'// 

tanff9 = tang// -\- e — ; h e' -^ h e' — » . , -h 

^ cos* // 2 a// 2.3 a//' 

On aura ainsi, par les formules des articles 16 et 17, 



, , . * ,<fsill*// 

/• 1= (7 ( I — e ces // -f- e' SI n- // H- e* , h e 

2 du 



^d^sln^u \ 

2.3^//« ■^••7' . 



r^nz a^\ (i— ecos//)"H- /le* sm'//(i — e cos //)"** H -^ ^^ h... L 

r , ... ,r/sin'// ,r/*sin*// ~j 

\ == /7 cos// — £'(r H- sm'//) — e- -, c' — .. , , — . . . L 

1 2 ^/// 2 . 3 du- J 

/ -F . . , //(sin'// cos//) - ^'( sin'// cos//) T 

1 := /ïi I— e- sin// -h esinu cos// 4- c' > -h c' ., . ^ h. . . , 

^ L ^' " " ^'^ "" J 



^ /i-he I // 

ianjî- = \/ tang- 



, sin'// ,, sin'// 
// d^ 



sin // . I -h cos // , I -f- cos // 



— h e h er' . h e' ..^^ r- 



I -h cos // 2 du 2.3 du 
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22. On pourrait tirer de là la valeur de l'angle $ par la série qui 
donne l'angle par la tangente, mais on aurait difficilement, de cette 
manière, une série dont on put connaître la loi. Pour obtenir une telle 
série, il faudra tirer d'abord la valeur de l'angle $ de l'équation 



^ /î -4- e b 

lang - — i / tang - 



ce qu'on peut faire d'une manière élégante, en employant les exponen- 
tielles imaginaires. On aura ainsi cette transformée, en prenant i pour 
le nombre dont le logarithme hyperbolique est l'unité, 

I* -+- 1 * l' H- l * 

laquelle se réduit à celle-ci 






d'où l'on lire, en faisant K/- — - = e, 

y I — e 



(i — £)i^>^*-f- 1 4- 1 



£ — I 



OU bien, en supposant E = — ? 

i* v^i _ |0 v/^ .' ^_t\ 1_ . 

1-EiW-» 

Prenons maintenant les logarithmes des deux membres, on aura, en 
divisant par \l— i, 

<^ == 9 4- -rî-r= l0g(l - EHV=^) - -L^ Iog(l - EiV-'); 

réduisant les logarithmes du second membre en série, et substituant 
ensuite, à la place des exponentielles imaginaires, les sinus réels qui y 
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répondent, on aura enfin ia série (*) 

aE' aE' 

0=:9-h2Esin(?H sina^H — =— sinSÔ -f- 

2 3 

Il ne s'agira donc plus que de substituer pour 6 sa valeur en u. Si 
donc on fait, pour abréger, 

U =1 cos// 4-Ecos2tt 4- E'cosSm h , 

on aura 

^ = /i H- e sinw H -j 1 ., ■ ^ — h . . . 

idu 2.3 air 

2 E* 2 E' 

-h 2Esin« H sin2tt H — rr— sinSw -h. . . 

2 6 

piT • .p<i(Usin'//) . -prf*(Usin'«) 

H- 2eEUsinM-H2e-E— ^ — :i 4-2e'E — ^ ^ , ^ ^ H- 

2 ail 2.3 an' 

On peut réduire la valeur de U à une forme finie, et l'on trouve 

,, cosw — E _ (n-v'i — e')cos II — e 

I — 2Écosii-f-E* 2(1 — ^cosw) 

Ces formules ont l'avantage de donner la loi des séries, qui n'était pas 
connue auparavant. 

23. Puisqu'en prenant le plan des xy pour celui de Técliptique sup- 
posé fixe, et supposant l'axe des^r dirigé vers le premier point iïAries, 
l'angle ç est ce qu'on appelle la longitude de la planète, l'angle h est 
la longitude du nœud, l'angle ^ est la latitude, il est clair que l'angle 
$ H- A, dont ç — A est la projection sur l'écliptique, sera la longitude 
dans l'orbite comptée du nœud, ou ce qu'on appelle Y argument de la 
latitude; et l'équation (art. 7) 

tang(9 — /i) = cosi lang(<& -1- A), 

(») Foir dans les Mémoires de l'Académie de Berlin de 1776 plusieurs applications de 
cette méthode (*»). {Note de Lagrange, ) 

<*) Le Mémoire aaqael renTole Lafranfe a poar titre Solttiion de quelques problèmes d*Jstronomie par le moyen 
des séries cl se tronve Inséré au tome IV des OEut>res de Lagrange, p. 375. G. U. 
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qui donne Tangle ç par $, pourra, lorsque l'inclinaison est assez petite, 
se résoudre en série par la méthode des exponentielles imaginaires 
employée ci-dessus. Il n'y aura qu'à mettre, dans l'expression de $ 

en 6, o — A à la place de -> $ -f- ^ à la place de -, et cos« à la place 

de e, ce qui donnera 



E = : =: — tang* - : 

C0S4 4- I ^2' 



et l'on aura 



9 — /i = (4^4- A:) — tang*-sin2(4^-f- k) 

-H -tang*-sin4(^ -h A:) — tt tang* -sin6(4^ -+- A:) -h 

SI SI 3 

L'équation qui donne ^ en (f (art. 5), 

tang^* = tang/sin (cp ~ /*), 

pourrait aussi se résoudre de la même manière» mais il en résulterait 
une série moins élégante. On aurait d'abord l'équation en exponen- 
tielles imaginaires, i étant le nombre dont le logarithme hyperbolique 
est I , 



d'où l'on tirerait 



= tang£ 



2 

et prenant les logarithmes 






^r=4- i^^^i [i(9-/i)V-i_[-(9-/i)/rîJ 

2 y/— I 



3.8v/^=T^ ^ 

^^"g'_L[i(y-A)vPî-.i-(y-A)vPÏ]s^ 
5.32y^— I 



Xll. 
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enfin, en développant les puissances des exponentielles imaginaires et 
y substituant les sinus qui y répondent, on aurait 

^]^ — -4- langisin(9 — h) -\ — ^-~-[sin3(9 — A) — 3sin(ç — /j)] 
H — ^ ^ [sin5(y — A) — 5sin3(9 — h) -h lo s\n{(^ — h)] 



Les séries que nous venons de donner ne sont convergentes qu'à 
raison de la petitesse de l'excentricité ^ (') ou de l'inclinaison i, et ne 
sont, par conséquent, applicables qu'aux orbites elliptiques peu diffé- 
rentes du cercle et peu inclinées, telles que celles des planètes et de 
leurs satellites; il n'y aurait d'exception que pour Pallas, une des 
quatre nouvelles petites planètes, dont l'inclinaison sur l'écliptique 

est d'environ 34°, ce qui donne pour tang*- une fraction encore assez 

petite; de sorte que la série de la valeur de ç en $ sera très conver- 
gente, mais la série de ^ en (p le sera beaucoup moins. 

24. Après le cas oii l'excentricité e est très petite, le problème de 
Kepler est encore résoluble analytiquement dans le cas où l'excentri- 
cité est peu différente de l'unité, et qui est celui des orbites presque 
paraboliques, comme celles des comètes. Dans ce cas, le demi grand 
axe a devient très grand, et l'équation de l'article 15 



I I — e* 



a b 

(*) Dans les Mémoires de l'Académie des Sciences pour 1828, Laplace a donné la con- 
dition nécessaire pour la convergence des séries précédentes. La môme question a été 
traitée depuis par M. Cauchy dans les Comptes rendus de l'Académie des Sciences^ et 
dans les Exercices d' Anal/se et de Physique mathématique de 1841. L'analyse de 
M. Cauchy a été enfin développée et complétée par M. Puiseux dans le Journal de Ma- 
thématiques de M. Liouvillc, t. XIV; 1849. ^^^^ ^^^ Note à la fin du Volume. Legendre a 
donné d'ailleurs, dans les Exercices de Calcul intégral (V" Partie, n* 116) une série beau- 
coup plus convergente pour exprimer i|^ en fonction de «p — //. Cette série s'appliquerait 
môme à la planète Pallas («). (/. Bertrand.^ 

(■) La série de Legendre est It suivante : 

<{/ = 2lang-sln(9-/<)H- j tang« ^ sln3(? — A )-+- g Ung»-sln5(9 - A) -f-| Ung» jSinTfç - A) •+-.... 

G. D. 
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dans laquelle b est le demi-paramètre» donne 



_ / b _^ b b^ 
y a ia 8a* 



L'équation entre / et (art. 16), étant mise sous la forme 

fait voir que, lorsque a est très grand, devient très petit, de sorte 

qu'on peut développer sinO en «h 0-7-F — 

En faisant ces substitutions dans l'équation précédente, on aura 

H — [e — 

a \ 




%a} 



2a \ 2.3 

{B — . . .) H-. . ., 



où l'on voit que la quantité G est de l'ordre de -p- Si donc on fait 

sja 

et qu'on ne pousse l'approximation que jusqu'aux termes de Tordre de 

-1 on aura 
a 

On trouvera par les mêmes réductions 

Y = v^e--^e'. 

' a. 3a 



28 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

Soit T la valeur de lorsque a = oc, ce qui est le cas de la para- 
bole; on a, pour déterminer T en /, l'équation du troisième degré 

T»-h36T = 6(^~c)v^g, 
laquelle donne 



et si Ton fait 



6»T 6T' T» 



on aura 



et, de là. 



rp, _ ^ 3.4-5 

6h-T« 



T' 

e — th h..., 

a 



1 i /b* bT^ T* \ 

r zz: 1(6 + T») 4- i ( ^ - ^ - iv 4-TTM, 

2 ^ a\S 4 24 / 



^ _ T I /Ty/Z^ T» r \ 

Mais rirrationnalité de l'expression de T empêchera toujours que 
ces formules ne soient d'un grand usage dans le calcul analytique 
des orbites paraboliques ou presque paraboliques. 

25. Il est bon de remarquer, relativement au mouvement parabo- 
lique, qu'on peut déterminer le temps employé à parcourir Un arc 
quelconque de la parabole par une formule assez simple, qui ne ren- 
ferme que la somme des rayons vecteurs qui répondent aux deux extré- 
mités de l'arc et la corde qui sous-tend cet arc. 

En faisant a infini et = ^ y^, les formules précédentes donnent 

6{t — c))/^= Z>v^(3t-+-t'), t = tang — , 

2r=b{î-hT^), 2X = Z>(l — T*), Y=zb7. 
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Marquons par un trait les mêmes quantités rapportées à un autre 
point de la parabole; la différence /' — /, ou le temps employé à par- 
courir un arc de parabole contenu entre deux points donnés, sera 
exprimé par la formule 

Or on a 

X = 6 — r, Y = \Ji br — 6^; 

et, si Ton nomme v la corde qui joint les deux extrémités des rayons r 
et r', on aura 

v^^ (X'- X)»-f- (Y'— Y)*= (r'- r)»-H (^aôr'— 6«— v'a^r- b^)\ 

Soit, pour abréger, 
on aura 

U = v^2 br' — 6» — v'a br — b\ 

équation d'où il s'agit de tirer la valeur de b. 

Faisant disparaître les radicaux et ordonnant les termes par rapport 
à 6, on a 

^t[(r'-. r)«4- U»] - b{]\r'-^r) -+- J^ — o, 

d'où l'on tire 

U'(r^H-r4-v^4/-V— U*) 
2[(r'-r)«H-U«] ' 



ou bien, en multipliant le haut et le bas par r'-h r — yj^r'r— U% 
Maintenant on a 

V/2 6/- — 6* 

<r • • 



donc 

6 b 2b 



t' — T^::- et t'-I-t"-Mt'=: -^ r ^—3 y^l 



donc 



6(^'- /) v/i=z -iL[66(r'4- r) - U«]; 

2 0^6 
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substituant la valeur de b^ cette quantité devient 



[2(r H- r') H- v/4/-r'— U*] v^a(r'-h r) — 2 \J[^rr'-^{}\ 

Donc enfin, en remettant pour U^ sa valeur, et faisant r-^-r' = s^ on 
aura 

t — t — ) 

expression qui peut se mettre sous la forme suivante, plus simple, 

// , _ (s^v y — ( s — vy 

C (, ;= 9 

6v/g 

comme on peut s'en assurer en prenant les carrés. 

26. Cette formule élégante a été donnée d'abord par Euler, dans le 
septième Volume des Miscellanea Berolinensia, On pourrait la déduire du 
lemme X du troisième Livre des Principes mathématiques, en traduisant 
en analyse la construction par laquelle Newton détermine la vitesse 
qui ferait parcourir uniformément la corde d'un arc de parabole, dans 
le même temps que l'arc serait parcouru par une comète, et en obser- 
vant que, dans la parabole, la demi-somme des rayons vecteurs qui 
aboutissent aux extrémités d'un arc quelconque est toujours égale au 
rayon vecteur qui aboutit au sommet du diamètre mené par le milieu 
de la corde parallèlement à l'axe, plus à la partie de ce diamètre 
interceptée entre l'arc et la corde; d'où et du lemme IX on tire la 
valeur de ce dernier rayon, exprimée par la corde et par la somme des 
rayons vecteurs qui répondent à ses deux extrémités. 

On verra plus bas comment on peut étendre la même formule au 
mouvement elliptique ou hyperbolique (*). 

( M La formule relative au temps nécessaire pour parcourir un arc de parabole a été 
souvent attribuée à Lambert, qui, en effet, y est parvenu en 1761 sans avoir eu connais- 
sance du Mémoire d'Eulcr où elle se trouve démontrée, et qui date cependant de 1744* 
Lagrange lui-môme a partagé longtemps Terreur dont nous parlons; car, dans son pre- 
mier Mémoire Sur le problème de la détermination des orbites des comètes d* après trois 
observations {Œuvres de Lagrange, t. IV, p. 439), il dit, à propos de son théorème : 
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27. Enfin l'équation entre et/ est toujours résoluble par approxi- 
mation» lorsqu'on suppose le temps t très petit; on a alors, pour G et, 
par conséquent, pour toutes les variables qui en dépendent, des séries 
ordonnées suivant les puissances de /, et qui seront d'autant plus con- 
vergentes que la valeur de i sera plus petite. Mais, dans ce cas, il est 
plus simple d'en tirer la solution directement des équations différen- 
tielles en x^ y, z eit de l'article 9, en y faisant R = —. 

En regardant les variables x,y, z comme des fonctions de /, et sup- 
posant qu'elles deviennent or -+- a?', / -h j', z -{- z\ lorsque / devient 
/ -h /', on a, en général, par le théorème connu, 

,_ dx , cPx t'* (Px j^ 
"" ^'di^'^'d^'i^ dt* ^"^ ••' 

-^ ~ dt dt^ 2 '^ dt^ 2.3 

^ ~di ^ '^ ~di} i'^ dt} T7Z 

et il ne s'agira que d'y substituer les valeurs des différentielles de a?, 
j, 5, déduites des trois équations 

"S^-^T^-''' ^^"^7^-''' d^^T^"''' 

auxquelles on pourra joindre, pour simplifier le calcul, l'équation en r 
de l'article 10 

2Hr*-4-2gr ^^ =:D«, 

laquelle, étant différentiée et divisée par irdr, donne 

„ g d(rdr) 



c M. Lambert est parvenu à un des théorèmes les plus élégants et les plus utiles qui 
aient été trouvés sur ce sujet, et qui a en même temps l'avantage de s'appliquer aux 
orbites elliptiques. » Cette phrase a été imprimée en 1780, c'est-à-dire trois années avant 
la mort d'Êuler, qui n'a jamais réclamé son droit de priorité. Dans les Mémoires de Berlin 
pour 1771, Lambert cite le môme théorème et s'en attribue la découverte. 

(/. Bertrand.) 
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d'où, en différentiant de nouveau et faisant, pour abréger, 



on a celle-ci 



s 




r dr 




dt* 


-^ 


r» 


o, 



laquelle est tout à fait semblable aux précédentes. 

On aura ainsi, par des différentiations et des substitutions succes- 
sives, 

€t^x ga: d*x 3g5 g dr 



= — ^^ 



dt^ "~ r» dl* r* r» dt ' 

d^a: /3g ^5 3.5g5' g*\ 2.3g5 c/j: 

'dF '" '^ yl^ di ?^ "^7^;^"^ "7^ 57' 

d^x / 3.3.5g sds 3.5.7g5* 3.5g'5\ 

"dF -"^ V ^' "^"^ ^^^ r«^j'^ 

/3.3g gf.y 3.3.5g5' g^\^ 
"^V ^» t/^ r' '^ 7^) dt' 

et ainsi de suite. 

On aura de pareilles expressions pour les diiïérentielles de j et ^, 
en changeant seulement a? en j et :;. 

28. On fera donc ces substitutions, et, comme les quantités ^, j, z 
et leurs différentielles se rapportent, dans ces formules, au commence- 
ment du temps /', si Ton y change /' en /, et qu'on désigne par x, y, z, 
r, s les valeurs de a?,/, z, r, 5 qui répondent à / = o, et qu'on suppose, 
pour abréger, 

T-^.-i ^« ■ 3gs t^ /3g ds 3.5gs» g«\ t^ 
r» a /•» 2.3 V»'* ^^ r^ rV 2.3.4 



/ 3.3.5g sds 3.5. 7gs^ _ 3.5g»s \ ^' 
V T'' dt '^ r» r« ) 2.3.4. 



5 



V - -^ / - 1 -fl- -4- ^?! J^ -^ Z^^:^ ^ - 3.3.5 gs« g^\ /' 

r»2.3"^ r» 2.3.4 \ r» dt r' "^ rV 2.3.4.5 "^' ' *' 



on aura ces expressions 



, = ,T+^JV, ^ = yT + |v. . = zT4-^Jv. 
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A l'égard des constantes s et -f que renferment ces expressions, il 

est bon de remarquer qu'elles se réduisent immédiatement aux con- 
stantes D et H d'où dépendent les éléments a, h, c de l'orbite ellip- 
tique, comme nous l'avons vu dans l'article 8. Car, en rapportant au 
commencement du temps / les deux équations en r de l'article précé- 
dent, on a 

{vdvy u , -., d(vdv) g „ 



savoir 



s*=2gr-h2lIr»-D«, ~ =^2114- ?, 



et substituant pour H et D^ leurs valeurs — ^ ^^ g^ (^^l- 15), on 
aura 

d'où l'on tire 

I I i ds . r* s* 

a V ^ dt a g 

On voit par là que les quantités T et V ne dépendent que de la figure 
de Torbite, et nullement de la position de son plan. 

/* fil* 

29. Comme la quantité -j-y ou 5, est déterminée par une équation 

différentielle semblable à celle qui détermine x, on aura aussi pour 

cette quantité une expression semblable, en changeant seulement x et 

d\ ^ ds ^ . . 

-7- en s et -T-- On aura ainsi 

dt dt 

rdr f/s-, 

De là, en intégrant et ajoutant la constante r^, 

où les intégrales doivent être prises de manière qu'elles soient nulles 

XII. 5 



31^ MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

lorsque / = o. On aura ainsi, en substituant les valeurs de T et V, et 
ordonnant les termes par rapport aux puissances de /, 

/9g s^ _ i5p:s' g«s\ t^ 



(]ette expression de r^ doit être identique avec celle que donneraient 
les valeurs de jc, j, ^ ; car, puisque r* = o?^ 4- /^ -h 5', on aura aussi 

Or 






ot 



7^- = 3H 4--^ (art. 9) = h - (art. 27) = :7- -h -> 

dl^ r ^ ^ 6/^ r ^ ' dt V 

de sorte qu'on aura 

r'= r«T*-*- '2sTV -h (" J^ 4- f\ \\ 
valeur qui coïncide avec la précédente. 



§ II. — Détermination des éléments du mouvement elliptique 

ou parabolique. 

30. Dans la théorie des planètes, on nomme éléments les six quan- 
tités constantes qui servent à déterminer la figure de Torbile, sa posi- 
tion par rapport à un plan fixe, qu'on prend pour celui de Técliptique, 
et l'époque ou le moment du passage par l'aphélie ou par le périhélie. 

Soient, comme dans le paragraphe précédent, a le demi gr^iid axe 
ou la distance moyenne et h le demi-paramètre; ces deux éléments 
déterminent la figure de Torbito; et si l'on nomme e l'excentricité, ou 
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plutôt le rapport de la distance des deux foyers au grand axe, on a 

et, par conséquent, 



-v-i 



Soit, de plus, c le temps qui répond au passage de la planète par le 
périhélie; cet élément, avec les deux précédents, servira à déterminer 
le mouvement elliptique, indépendamment de la position de l'orbite 
dans l'espace. 

Pour déterminer cette position, soit k la longitude du périhélie 
comptée depuis la ligne des nœuds, c'est-à-dire l'angle que la partie du 
grand axe qui répond au périhélie fait avec la ligne d'intersection du 
plan de l'orbite avec un plan fixe; cet élément détermine la position 
de l'ellipse sur le plan de l'orbite. 

Soit enfin i l'inclinaison de ce plan sur le plan fixe auquel on le rap- 
porte et qu'en Astronomie on prend ordinairement pour l'écliptique 
(nous le prenons dans nos formules pour celui des coordonnées x, y), 
et soit h la longitude du nœud, c'est-à-dire l'angle que l'intersection 
des deux plans fait avec une ligne fixe, que les astronomes supposent 
dirigée vers le premier point d\Ari€s et que nous prenons pour Taxe 
des ce. 

Ces six quantités a, è, r, A, /, k sont les éléments qu'il s'agit de 
déterminer, d'après quelques circonstances du mouvement elliptique 
donné. 

31. Le cas le plus simple de ce problème est celui où l'on connaît la 
position du mobile, sa vitesse et sa direction dans un instant quelconque 

donné. Dans ce cas, les données senties valeurs de œ, y, z, -^, ^, ^, 

at at dt 

pour un instant donné, valeurs que nous désignerons par les lettres 
romaines x, y, z, ^> 57* ;/;' ^* ^' s'agira d'exprimer par ces six quan- 
tités les six éléments a, 6, r. A, i, k. 
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L'article 9 donne d'abord, en mettant — 7 à la place de / Rdr ei 

1 . dx dy dz d\ dy dz 

changeant x,y, z, r, ^, -^, ^ en x. y. z, r. ^. -, ^. 

. r/z é/v ^ d\ dz ,^ dy dx 

A=y-7-— z-^, B = z-ï x-ï-, L=ix-r— ¥-;-> 

•^ ^/^ c^^ 6^^ dt dt ^ dt 

„ [dx\' fdsy fdzy 2g 

et les articles 11 et 15 donnent 

A = DsinisinA, B z=.— Dsm/cos/i, C = D cosi:, 

On aura ainsi immédiatement, par ces formules, les valeurs du demi- 
axe a, du demi-paramètre t, d'où l'on tire l'excentricité e = i/ 1 , 

et les angles A et /; et il ne restera qu'à connaître les quantités c et Jt. 

32. Il est bon de remarquer que la valeur de a et celle de b peu- 
vent se réduire à une forme plus simple. En effet, il est clair que 
x'* -h y'^ H- z'^ est le carré de la vitesse initiale, laquelle étant nom- 
mée u, on aura 

I 2 u' 

•i» ^— __ __^ _____ • 

a"~ r g' 

d'où l'on voit que le grand axe de la section conique et, par consé- 
quent aussi, le temps périodique (art. 16) ne dépendent que de la dis- 
tance primitive du corps au foyer attractif et de la vitesse de projec- 
tion. 
A l'égard du paramètre 2e, on a réduit, dans l'article 11, la quan- 

r^ d^ 

tité D à la forme — — > où d^ est l'angle décrit par le rayon r dans l'in- 
stant dt^ de sorte que rd<b est le petit arc décrit par le même rayon; 
par conséquent, — r— est la vitesse perpendiculaire à ce rayon et que le 
corps a pour tourner autour du foyer. 
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Si Ton désignait cette vitesse de rotation par v, on aurait 

-^ = ry = ^^gù, 

et, par conséquent, 

b = 



r*v« 



Ainsi le paramètre 26 ne dépend que du rayon r et de la partie de 
la vitesse w, par laquelle le corps tend à tourner autour du foyer vers 
lequel il est attiré. 

33. Pour trouver la valeur de l'élément r, qui détermine le temps 
du passage par le périhélie, on remarquera que cette constante n*est 
entrée dans le calcul que par l'intégration qui a donné la valeur de r 
en l (art. IG). 

Donc, si l'on dénote par& la valeur de qui répond à / = o, on aura 
par les formules de l'article cité, en y faisant / = o, ce qui change r 
en r et G en &, 

— c =: i / — (S — esin&), rz= a(i — ^cos^). 

Ainsi on aura par l'élimination de ^ la valeur de c en r, puisque a et e 
sont déjà connues. 

Enfin, pour déterminer le dernier élément k, qui est aussi entré 
par l'intégration de l'équation entre r et $ (art. 15), on remarquera 
d'abord que l'on a (art. 4), en changeant œ, y en x, y, et rapportant 
l'angle 9 au commencement de /, 

Ensuite l'article 7 donne 

,- IN tang(o — /i) 
lang(0 -^ A-) = — ^^^-L— , 

de sorte que, h et i étant déjà connus, on aura, par l'angle intermé- 
diaire (p, l'angle $ -i- X: en x et y; et de là on aurtt i par l'équation de 
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Tarticle 15 rapportée à rinstant où / = o. 



cos 



*=K^0- 



34. Si l'on connaissait deux lieux du mobile dans son orbite, avec 
le temps écoulé entre les instants où il a occupé ces deux lieux, on 
aurait aussi six données par les coordonnées qui répondent aux deux 
points donnés de l'orbite, et les six éléments seraient aussi déterminés 
par les valeurs de ces coordonnées; mais l'expression transcendante du 
temps empêcherait de donner une solution générale et algébrique du 
problème. On pourra seulement le résoudre par approximation, si l'in- 
tervalle de temps entre les deux lieux est assez petit, en faisant usage 
des formules de l'article 28. 

Soient x, y, z les trois coordonnées du premier lieu dans l'orbite 
et x', y', z' celles du second lieu; en prenant / pour le temps écoulé 
entre les passages du mobile par ces deux lieux, on aura, en général 
(art. 28), 

v^xT-i-^v, y'=yT4-|v, z'-zT-4-gv. 

Supposons qu'on ne veuille porter la précision que jusqu'aux troi- 
sièmes puissances de /; on aura 



r' 2 



r* 6 /•* 6 



Comme l'expression de T renferme la constante 

r ^r \ d\ -\- y dy -\- z di 



s 



dt dt 



on commencera par la déterminer en ajoutant ensemble les trois équa- 
tions précédentes, après avoir multiplié la première par x, la deuxième 
par y et la troisième par z; on aura ainsi l'équation 

xx'h- yy'H- zz'= r'T 4- s V, 

d'où l'on tirera la valeur de s qu'on substituera ensuite dans l'expres- 
sion de T. 
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Les valeurs de T et de V étant connues, les mêmes équations donne- 
ront les valeurs des différentielles ^> ^j -^; ainsi le problème sera 
réduit au cas précédent. 

35. Enfin, si Ton ne connaissait que trois rayons Vecteurs r, r\ r'\ 
avec les temps / et /' écoulés entre les passages par r et r' et par r et r'\ 
on pourrait encore déterminer l'orbite par les formules de l'article 29, 
en supposant les temps / et /' assez petits. 

Car, en faisant t = o dans la valeur de r^, et ne poussant les séries 
pour les valeurs de r'^ et r"^ que jusqu'aux /' et /'', on aura 

/•* = r% 



r''«=:r«-h(2/'-|^)s-H^'* 



dt^ 



équations d'où l'on tirera les valeurs r, s et ^- Ces deux dernières 
donnent tout de suite, par les formules de l'article 19, 

I I ^s , r* s* 
- = -r, b — iv ; 

ensuite on aura l'angle II compris entre le rayon r et celui du péri- 
hélie, par la formule (art. 15) 

C0?II=: , 

ve 

e étant égal à t/i 

Si l'orbite était une parabole, on aurait a = oo et, par conséquent, 

^_ g. 
dt~v' 

alors il suffirait de connaître deux distances r et r'; la première donne- 
rait la valeur de r, et la seconde la valeur de s, par l'équation 



/•'«:= r»— ^" 4- ( 3^ 
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36. Les éléments des planètes sont assez connus; c*est par des ob- 
servations de longitudes et de latitudes qu*on les a déterminés, et la 
petitesse de leurs excentricités et de leurs inclinaisons sur le plan de 
Técliptique a beaucoup contribué à faciliter ces déterminations. 

En prenant ce plan pour celui des xy^ les angles ^ et ^ (art. 4) 
représentent, Tun la longitude du corps, et l'autre sa latitude; et nous 
avons donné dans les articles 22 et 23, pour les valeurs de 9 et ^ en /, 
des séries qui sont d'autant plus convergentes que Texcentricité e et 
rinclinaison 1 sont plus petites. En prenant six observations, trois de 
longitude et trois de latitude correspondante ou, en général, de lon- 
gitude ou de latitude, à des instants donnés, on aura six équations par 
lesquelles on pourra déterminer les six éléments, du moins pour le 
Soleil et la Lune, qui tournent immédiatement autour de la Terre. 

Pour les autres planètes qui tournent autour du Soleil, le calcul est 
un peu plus compliqué, parce que l'observation ne donne immédiate- 
ment que les longitudes et latitudes vues de la Terre, qu'on nomme 
géocentriques ; mais, en supposant le mouvement du Soleil connu, on 
peut toujours déduire de chaque observation une équation; de sorte 
que six observations suffiront, à la rigueur, pour la détermination des 
six éléments. 

Ce problème est surtout important pour les comètes, dont les élé- 
ments, lorsqu'elles paraissent, sont tout à fait inconnus; aussi, depuis 
Newton, qui a le premier tenté de le résoudre, il y a peu de géomètres 
et d'astronomes qui ne s'en soient occupés. Ne pouvant établir l'ap- 
proximation sur la petitesse de l'excentricité et de l'inclinaison, 
comme pour les planètes, ils ont tous supposé que les intervalles de 
temps entre les observations sont très petits, et ils ont donné des mé- 
thodes plus ou moins approchées pour déduire les éléments des 
comètes de trois longitudes et d'autant de latitudes observées. Comme 
celle que j'ai proposée, dans les Mémoires de Berlin (* ) pour 1783, me 
parait offrir la solution la plus directe et la plus générale du problème 

(*) Œuvres de Lagrange, l. IV, p. 439- G. D. 
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des comètes, je crois pouvoir la donner ici, mais un peu simplifiée et 
accompagnée de remarques nouvelles; elle fournira une application 
importante des principales formules que nous avons développées dans 
le paragraphe précédent, 

8 III. — Sur la détermination des orbites des comètes. 

37. Soient, dans un instant quelconque, R la distance de la comète 
a la Terre et /, m, n les cosinus des angles que la ligne ou le rayon 
visuel R fait avec trois axes perpendiculaires entre eux et supposés 
fixes dans l'espace; on aura R/, R/w, R/i pour les trois coordonnées 
rectangles de la comète, parallèles à ces axes et ayant leur origine 
dans le centre de la Terre. La quantité R sera Tinconnue, mais les trois 
quantités /, m, n seront connues par l'observation de la comète et 
devront être telles que l'on ait la condition 

/* -h m* -4- n' n: I , 

parce que, par l'hypothèse, on doit avoir 

l\^— (R/)«-4- (Rw)«-4- (R/i)». 

Soient de même p, X, (jl, v les quantités correspondantes relativement 
au Soleil, en sorte que pX, pix, pv soient les coordonnées rectangles du 
lieu du Soleil par rapport à la Terre, et parallèles aux mêmes axes; ces 
quantités doivent être censées connues par le calcul du lieu du Soleil 
dans le même instant de l'observation de la comète, et l'on aura aussi 
la condition 

Enfin soient x, j, z les coordonnées rectangles du lieu de la comète 
par rapport au Soleil, parallèles aux mêmes axes, et r le rayon vecteur 
de son orbite autour du Soleil ; il est visible qu'on aura ces trois équa- 
tions 

et, comme r^= x^ -i- y^ -}- z^ , on aura 

r*— R*4- p^— 2Rp(/X H-//I/JL-4- nv), 
XII. 6 
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Or on sait que Texpression /X 4- //îjx -i- /iv est celle du cosinus de 
l'angle formé entre les deux rayons R et p, partant du centre commun 
de la Terre et dirigés, l'un à la comète, l'autre au Soleil ; de sorte que, 
si l'on désigne cet angle par a, on aura 

Si donc on a trois observations de la même comète, faites à des in- 
tervalles de temps connus, on aura trois systèmes pareils d'équations 
qui contiendront chacun une nouvelle inconnue R, et les propriétés de 
la parabole (') donneront trois autres équations. 

38. Ce qui se présente de plus simple pour cet objet est d'employer 
la formule donnée dans l'article 25, par laquelle on a le temps que la 
comète emploie à décrire un arc quelconque, exprimé par la corde de 
l'arc et par la somme des rayons vecteurs qui aboutissent à ses deux 
extrémités, et dégagée de tous les éléments de l'orbite; car les trois 
intervalles de temps entre les trois observations, prises deux a deux, 
donneront les trois équations demandées. 

Nous marquerons par un trait les lettres qui désignent les quantités 
analogues dans la seconde observation; nous aurons ainsi 

,./î_ 1^/2 __ 2R'p'coS(t'h- p'* et s^r-h r'. 

Pour la corde u de l'arc parcouru par la comète, dans l'intervalle des 
deux observations, il est clair qu'on aura 

Kn substituant pour x, j, z et pour x\ y', 5' leurs valeurs, on aura 

.rx'-h//4- zz'=i RR'(//'-h mm' -h nn') -h pp'Ol'-h /jl|jl'-4- vv') 

— Rp'(///-h mix'-h /r/) — R'p(/'X -h m'ix h- /i'v). 

Or, par les théorèmes connus, l'expression //'-f mm'-\- nii doit repré- 

( • ) C'esl-à-dire los propriétés du mouvemont parabolique développées plus haut. 

(/. Bertrand. ) 
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senter le cosinus de Tangle compris entre les deux rayons R et R' par- 
tant du centre de la Terre et dirigés aux deux lieux de la comète dans 
les deux observations; de même, XX'-h [ji(jl'-+- vv' sera le cosinus do 
Tangle formé au centre de la Terre par les deux rayons p, p' dirigés aux 
deux lieux du Soleil, et ainsi des autres expressions semblables. 

Donc si, pour plus de clarté, on imagine que les deux lieux appa- 
rents de la comète soient marqués sur la surface de la sphère par les 
lettres C, C, et de même les lieux apparents du Soleil par les lettres S, 
S', et qu'on joigne par des arcs de grands cercles les quatre points C, 
C, S, S', il est évident que les arcs CS, C'S' représenteront les angles 
que nous avons dénotés par a et a'; que les arcs CC et SS' représente- 
ront les angles dont les cosinus sont 

//'h- wm'-f- nn' et IV-h p-/^'^- vv', 

et qu'enfin les arcs CS'et C'S représenteront les angles dont les cosinus 
sont 

Ainsi, en considérant le quadrilatère sphérique CC'SS', qui est censé 
donné par les deux observations de la comète et par les deux lieux cal- 
culés du Soleil, on aura 

/•« =R« — 2Rpcos(CS)4-pS 

/•'* = R'«— 2R'p'cos(C'S') -h p'\ 

ir- — /•« 4- /•'» — 2 RR' cos ( ce ) — 2 pp' cos ( SS' ) 
2Rp'cos(CS') -+- 2R'p cos(C'S) ; 



donc, comme la différence /'— / des temps / et /' qui répondent aux 
deux observations, c'est-à-dire leur intervalle en temps, est censée 
donnée, on aura, par la formule de l'article cité, l'équation 

s 1 

t — i — -_ , 

dans laquelle il n'y aura d'inconnues que les deux distances R et R'. 
Si l'on a une troisième observation, pour laquelle les quantités ana- 
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logues soient désignées par les mêmes lettres marquées de deux traits, 
on aura, par la comparaison de la première observation avec celle-ci, 
une deuxième équation tout à fait semblable, dans laquelle les lettres 
marquées d'un trait dans Téquation précédente le seront par deux 
traits, et qui ne contiendra que les deux inconnues R et R". 

On aura de même une troisième équation semblable, par la compa- 
raison de la deuxième observation avec la troisième, en ne faisant que 
marquer d'un trait, dans la première équation, toutes les lettres qui 
n'ont point de trait, et de deux traits toutes celles qui en ont un. Ainsi 
cette troisième équation ne contiendra que les mêmes inconnues R' 
et R"; de sorte que les trois équations ne contiendront que les trois 
inconnues R, R', R" et suffiront pour les déterminer. Mais, quoique 
ces équations se présentent sous une forme assez simple, leur résolu- 
tion offre des difficultés presque insurmontables, parce que les incon- 
nues y sont mêlées entre elles et renfermées dans différents radicaux. 

39. Au reste, si l'on pouvait parvenir d'une manière quelconque à 
trouver les valeurs des rayons r, r', on aurait tout de suite le demi- 
paramètre 6, qui, dans la parabole, est égal au double de la distance 
périhélie, par la formule (art. 25) 

„î__(,.'_-r)« 



— i I > 



ei comme on a en général (art. 10) l'équation 

C3 4- Ax 4- B/ =:i o, 

dans laquelle 

A . . B 

-r=:smAlang^ ^ 



-=:sinAlang^ jr — — cosA lang/ 



(art. Il), on aura ces deux-ci 

z 4- (.r sin/i — j cosA) lange = o, 
z' -h {a:' s'inh ~~ y'cosh) langf = o; 

d'où l'on tirera facilement les valeurs de tangi et tang/?, ce qui don 
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nera la position du plan de la parabole relativement au plan qu'on 
aura choisi pour les axes des x et j. 

On peut même remarquer que, par le moyen de ces équations, qui 
dépendent de ce que l'orbite de la comète est supposée dans un plan 
passant par le Soleil, on peut d'abord réduire les trois inconnues à 
deux seulement. 

En effet, si l'on fait, pour abréger, 

L=: lang£sin/t, M = langi cosA, 
on aura, en substituant les valeurs de x, j, :;, l'équation 

R/i — pv = — L(R/— pX) + M(Rm — p/jl), 

d'où l'on tire 

^ /i -h /L — m M 

et l'on aura de même les expressions de R' et de R", en marquant d'un 
trait et de deux traits les lettres, à l'exception de L et M, qui sont les 
mêmes pour toutes les observations. 

De cette manière, les trois inconnues R, R', R"' seront réduites aux 
deux L et M, de sorte qu'il ne faudra employer que deux équations 
pour leur détermination, ce qui simplifie un peu la solution du pro- 
blème. 

40. Pour la simplifier davantage, il ne parait pas qu'il y ait d'autre 
moyen que de supposer les intervalles de temps entre les observations 
assez petits pour qu'on puisse négliger plusieurs termes comme insen- 
sibles, ce qui ne donnera d'abord qu'une solution approchée qu'on 
pourra rendre plus exacte ensuite par de nouvelles corrections. C'est 
aussi ce qu'on a fait jusqu'ici dans toutes les solutions qu'on a données 
de ce problème. 

En appliquant cette hypothèse k la solution précédente, la corde // 
deviendra très petite, et, en ne retenant que les deux premiers termes 
des radicaux qui entrent dans l'expression du temps /'— / écoulé entre 
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les deux premières observations, on aura 



il y//' -h r' 

t — /= pr— , 

avg 

ce qui donne 

et il n*y aura plus d'autres radicaux dans cette équation que ceux qui 
entrent dans les expressions de r et r'; mais les équations entre les 
trois inconnues R, R', R", ou entre les deux L, M, seront encore trop 
compliquées pour qu'on puisse les employer avec succès. 

On peut conclure de là que ces inconnues ne sont pas celles dont 
l'emploi est le plus avantageux dans la question présente; et, lorsqu'on 
ne demande d'abord qu'une solution approchée, il est beaucoup plus 
simple de faire usage des formules que nous avons données dans l'ar- 
ticle 28, pour le cas où l'on suppose le temps / très petit. 

41. Pour appliquer ces formules à la détermination de l'orbite des 
comètes, il n'y aura qu'à y substituer à la place de x, j, z les expres- 
sions données dans l'article 37; on aura ainsi, en général, 

R/ -pX=xT-^^V, 
R«-pv=zT4-§V, 

oii les quantités x, y, z, ^> ^j ~ répondent au commencement du 

temps / et sont regardées comme constantes, et où T et V sont des 

^s 
fonctions rationnelles de / et des constantes r» s, ^• 

Comme le commencement du temps / est arbitraire, on peut le fixer 
au moment de la première observation; or, en faisant / = o, on a 

T— I el Vr=o; 
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(Jonc on aura pour la première observation ce premier système d'équa- 
tions 

R/ — pk =z\, 

Rm^pix = y, 

Rw — pv =:Z. 

Pour la deuxième observation, distante de la première du temps /, 
on aura, en marquant d'un trait les lettres R, /, m, n, p, X, (ji, v, ce 
second système d'équations 

at 
R'm'-p'pi'zzyTH-^-V, 

R'/i'-P'v'=zTh-^V. 

On aura des équations pareilles pour la troisième observation, distante 
(le la première du temps /', en marquant de deux traits les lettres mar- 
quées d'un trait dans les dernières équations, et d'un trait les lettres T 
et V, pour indiquer que le / dont elles sont fonctions doit être changé 
en t'; on aura ainsi ce troisième système d'équations 

RV*' -p^X' = xT'-i-^V', 

R^m''- pV= yT'-f- ^ V, 

W^n' — p''v''=rzT'H-^ V. 

at 

On peut éliminer des premières équations de chacun des trois sys- 
tèmes les deux constantes x et ^; et faisant, pour abréger, 

TV'-VT'=V% 

on aura 

(R/-pX)V*-(R7'-p'V)V'H-(R'^r-p*X^)V=:o. 

Éliminant de même les deux constantes y, ^ des secondes équations 
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(les mêmes systèmes, on aura 

dz 

et l'élimination des constantes z, ^ des dernières équations de ces 
systèmes donnera pareillement 

(R/i-pv)V'-{R'/i'-p'v')VH-(R'/i''-p'v')V = o, 
De ces trois équations on tire 



_prv''-p'rv'-+-pT'v 

H GV' ' 

' - GV 



IV = 



pr,v'-pT;v-hp'r,v 



en supposant, pour abréger, 

G = lm'n''-\- mn'r-h ni' m"— In' m" — ml' n" — nniT, 

et en dénotant par F, F, T" ce que devient G lorsqu'on y change /, m, 

n respectivement en X, iji, v, en X', (jl', v' et en X", (ji", v"; en dénotant 

de même par F^, T\, V^ et par Fj, F'^, V^ ce que G devient en faisant 

subir les mêmes changements aux quantités /', m\ n\ ainsi qu'aux 

quantités analogues t\ m'\ n'\ 

Maintenant les trois observations donnent aussi (art. 37, 38) les 

équations 

R* -2Rp cos(CS) -hp» ^r\ 

R'»— 2R'p'cos(CS') -hp'» = r'S 

R'*— 2Ry cosCeS") -h p'»= /•'*. 

• 

Donc, si l'on y substitue les valeurs précédentes de R, R', R", on aura 
trois équations finales qui ne contiendront que des quantités connues, 

avec les quantités V, V, V" et r, r\ r'\ qui sont données en fonctions 

^s 
du temps et des trois constantes r, s, -7t> d'où dépendent les éléments 
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(le l'orbite (art. 28, 29); de sorte qu'on pourra déterminer ces trois 
constantes. 

42. En ne poussant l'approximation que jusqu'aux quatrièmes puis- 
sances de /, on a 









et, de même. 






et, comme V" = 


= TV'- 


- VT', on aura 



v^=^'-^-g^— ^y- -4-gs^— -;,-A — L 

En faisant ces substitutions dans les valeurs de R, R', R'' et suppo- 
sant /' = m/, le coefficient m étant donné par le rapport des deux inter- 
valles entre les trois observations, il est clair que la quatrième dimen- 
sion de / disparaîtra par la division, et qu'ainsi il suffira d'avoir égard 
à la troisième dans les valeurs de r' et r'\ 

Or on a, en général, aux /* près, 

dt 6 /•' 

mais nous avons supposé que la première observation répond à / = o, 
et que les deux suivantes répondent aux temps / et /' = m/; ainsi Ton 

aura 

/•» = r\ 

dt 3r' 

,./fj_ rï-i- 2ms^ -4- m} ~ ^'— m}^J^. 

dt 3 r** 

On fera donc ces substitutions dans les trois dernières équations de 
l'article précédent, et, rejetant les termes qui contiendraient des puis- 
sances de / supérieures à la troisième, on aura trois équations entre 

les trois inconnues r, s et -j-> dont les deux dernières n'y paraîtront 

XII. 7 
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que sous la forme linéaire, de sorte qu'il sera très facile de les éliminer 
et de réduire le problème à une seule équation en r. C'est en quoi con- 
siste le principal avantage de la méthode que nous proposons. 

Si l'on voulait pousser l'approximation plus loin et avoir égard à un 
plus grand nombre de termes dans les valeurs de V, V, V, r", r'*^^ on 

aurait des équations où les inconnues s et -i- ne seraient plus linéaires, 

mais monteraient successivement à des dimensions plus hautes, ce qm 
rendrait leur élimination plus difficile et l'équation finale encore plus 
compliquée. 

43. Pour donner là-dessus un essai de calcul, nous nous contente- 
rons d'avoir égard, dans les valeurs de V, V, V", aux troisièmes dimen- 
sions de / et de /', ce qui fera disparaître les termes affectés de Tin- 
connue s; nous ferons, pour plus de simplicité, g = i» en prenant la 
distance moyenne de la Terre au Soleil pour l'unité des distances, et 
représentant les temps par les mouvements moyens du Soleil (art. 23); 
et, supposant t' = mt, nous aurons 

or' 

Les valeurs de R, R', R" deviendront ainsi de la forme 

6Pe— Qj» _ 

"^ [6(m — i)'r»— (m '—\)H^\{\' 

|w___6j\r^Q,/' 
. 6P,r'-Q,^\ 

en supposant, pour abréger, 

P = (m — i)pr - mpT ^ pT, 
Q = (m - O'pT - m^^'Y'^p"Y\ 
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et dénotant par P^, Q, et Pj, Qa ce que P et Q deviennent en y chan- 
geant r, F, r en r,, r;, r; et en r^, r;, r;. 

Ces valeurs de R, R', R", distances de la comète à la Terre dans 
les trois observations, ne contiennent, comme Ton voit, que la seule 
inconnue r, rayon vecteur de la comète dans la première observation. 
Si donc on substitue la valeur de R dans Téquation (art. 25) 

R«H-2Rpcos(CS)4-p«=rr% 

on aura une équation finale en r, laquelle montera au huitième degré, 
et le problème sera réduit à la résolution de cette équation. 

Ayant trouvé la valeur de r, on aura par les formules précédentes 
celles de R' et R"; de là on aura, par les formules de l'article 42, les 
. valeurs des trois rayons vecteurs r, r', r", ainsi que celles des coor- 
données X, y, z et de leurs différentielles ^j ^, ^; et Ton pourra 

déterminer l'orbite par les formules du § II, ou, si l'on aime mieux, 
par les formules trigonométriques connues, d'après les trois distances 
R, R', R" de la comète à la Terre. 

44. Les expressions des distances R, R', R" peuvent être simplifiées 
par la considération suivante : comme la Terre et la comète se meuvent 
autour du Soleil par la même force attractive de cet astre, si l'on 
nomme i, y], Î^ les coordonnées rectangles de la Terre autour du Soleil 
lorsque / = o, et qu'on désigne par 0, Y ce que deviennent les fonc- 
tions T et V lorsqu'on y change les éléments de l'orbite de la comète 
en ceux de la Terre, on aura, comme dans l'article 28, les trois équa- 
tions 

parce que, ayant dénoté (art. 24) par pX, pfx, pv les coordonnées rec- 



52 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

(angles du lieu du Soleil par rapport à la Terre, on aura — pk, — piji, 
— pv pour celles de la Terre par rapport au Soleil. 

Comme ces équations ne diffèrent de celles de Tarticle 41 que parce 
que X, y, z, T, V sont changées en $, r^ ^, 0, Y et que R y est nul, il est 
clair qu*on aura des résultats analogues en faisant ces mêmes chan- 
gements dans ceux que nous venons de trouver dans Tarticle précé- 
dent. Ainsi, puisque les expressions de R, R', R'" données à la fin de 
cet article ne contiennent d*autre quantité dépendante des éléments 
de l'orbite que le rayon vecteur r, si l'on change r on p, rayon vec- 
teur de l'orbite de la Terre, on aura 

Rrizo, R'=o, R'=o; 

d'où l'on tire 

6P=Qi!, 6P,= ^. 6P,= Qi/!. 

p« p> p» 

Ces valeurs étant maintenant substituées dans les mêmes expressions 
de R, R', R'', et négligeant, dans le dénominateur, le terme très petit 
du second ordre en /' vis-à-vis du terme fini en r', on aura ces expres- 
sions plus simples 

6(//i — OiiVp' rV' 

Si donc on substitue la valeur de R dans l'équation 

• R'— 2Rp cos(CS) -+- p«- r*= o, 
et qu'on lasse, pour abréger, 

quantité toute connue par les observations, en multipliant par p*r*, on 



R= <^'' 
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aura Téquation 

OÙ l'inconnue r montera au huitième degré, mais qui, étant divisible 
par r — p, ne sera, après la division, que du septième degré. 

Cet abaissement de l'équation en r est dû à ce que nous avons repré- 
senté le mouvement de la Terre, comme celui de la comète, par des 
formules approchées où Ton a négligé les puissances de / supérieures 
à la troisième; il n'aurait pas lieu en employant la valeur de R de l'ar- 
ticle précédent, dans laquelle les lieux du Soleil sont supposés exacts, 
étant déterminés d'après les Tables. 

45. On peut ramener l'équation précédente à une construction assez 
simple. Ayant mené d'un point donné deux droites qui fassent entre 
elles un angle égal à l'arc CS, distance apparente de la comète au 
Soleil dans la première observation, et dont la première soit égale 

à -^ et la seconde égale a p, il s'agira de trouver dans la première un 

point tel que la partie comprise entre ce point el l'extrémité de la 
même droite soit à la droite entière comme le cube de la seconde 
droite est au cube de la droite qui joindra l'extrémité de celle-ci et le 
point cherché : alors cette dernière droite sera égale à r, et la partie 
de la première interceptée entre le point donné et le point cherché 
sera égale à R. Car, par cette construction, on aura la proportion 



laquelle donne 



et ensuite 



'^ r\ ^ •m 

P P 



« = K(i-l) 



r=i=v/p«— 2pRcos(CS)-4-RS 



d'où résulte l'équation ci-dessus en r. 
Lambert est, je crois, le premier qui ait réduit le problème des 
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comètes, envisagé d'une manière approchée, mais exacte (*), à une 
équation unique à une seule inconnue. Il y est parvenu par une con- 
sidération ingénieuse, fondée sur ce que le lieu apparent de la comète, 
dans la deuxième observation, s'écarte du grand cercle mené par les 
lieux apparents dans la première et dans la troisième observation; et 
la détermination de cet écartement Ta conduit directement à une con- 
struction analogue à celle que nous venons de donner, et qui se réduit 
à une équation en r du septième degré. {Voir les Mémoires de T Académie 
de Berlin pour Tannée 1771.) 

Connaissant ainsi les valeurs de r et R, on aura 



et les deux équations (art. 40 et 41 ) 



dt 



R'« - 2R' p' cos(C'S') H- p'» = /•'« = r«-+- Ut^ ^)^ "^ ^' 
R"»— 2R''p''cos(C'S') + p''«=/'«=r*^-[2m/— ^'^s-i-m«^« 



ds 
dt 



donneront les valeurs des constantes s et -^^ et de là celles des éléments 

at 

a et h de Torbite, par les formules de l'article 28, na étant le grand 
axe et 2 i le paramètre. 

46. Si Ton suppose Torbite parabolique, on aura a infini, ce qui 
donne -y- = -- Dans ce cas, les deux dernières équations ne contien- 
dront plus que l'inconnue s, laquelle étant éliminée, on aura une nou- 
velle équation en r qui devra avoir une racine commune avec celle 

(1 ) Eulor avait donné, en 1744» uno solution approchéo du problème des comètes; mais 
sa méthode exigeait plusieurs fausses hypothèses et l'emploi d'une quatrième observa- 
lion. Quant à la solution de Lambert, on doit observer que celle dont Lagrange donne ici 
une idée succincte est la seconde qui ait été proposée par ce géomètre, qui a même négligé 
d*cn développer les calculs. Le problème avait été résolu par lui d'une manière très diffé- 
rente dans un Ouvrage spécial, Insigniores orbitœ cometarum proprietates, qui date 
de 1761. (/. Bertrand,) 
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qu'on a déjà trouvée, ce qui servira à faciliter la recherche de cette 
racine. 

En adoptant d'abord pour les comètes l'hypothèse de la parabole, il 
sera préférable de faire dépendre la solution uniquement de cette der- 
nière équation, parce qu'elle a l'avantage d'être exempte de la quan- 
tité G, qui est très petite du troisième ordre lorsque les intervalles de 
temps / et /' ou mt sont très petits du premier, comme on le verra plus 
bas, de sorte que les erreurs des observations d'où cette quantité dé- 
pend peuvent y avoir une influence très grande. 

En faisant, pour abréger, 

N = - (m - 1) p ^ cos(C'S') -H p' ^ cosCCS")!, 

et négligeant les termes affectés de /' dans les coefficients de p, l'éli- 
mination de cette quantité donnera l'équation en R 

MR*— 2NR -+- mp'«— p"»— (m — i)r« + m(m — i) ^ - o, 

qui, étant combinée avec l'équation 

R-— 2Rpcos(CS) + p«— r*=:o, 

donnera, par l'élimination de R, une équation en r du sixième degré; 
et si, dans la combinaison des deux équations, on néglige le carré du 

terme m[m — i) -j qui serait du quatrième ordre, l'équation finale ne 

montera plus qu'au cinquième degré. On pourrait même, dans la pre- 
mière approximation, négliger ce terme, qui n'est que du second 
ordre; alors l'équation finale ne serait plus que du quatrième degré 
et pourrait se résoudre directement par les méthodes connues. 

La valeur de r donnera celles de R, R', R", et de là celle de s, par 
les formules de l'article précédent; et, comme on suppose a infini, on 

aura 

6 = ar — s*. 
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où le demi-paramëtre h devient double de la distance périhélie de la 
comète. 

47. Après avoir réduit le problème des comètes à des équations 
finales à une seule inconnue, il reste à examiner les quantités qui doi* 
vent être supposées connues; ces quantités sont : 

1^ Les trois rayons p, pS f^ qui représentent les distances du Soleil 
à la Terre dans les trois observations, et qui doivent être calculés par 
les Tables du Soleil; 

2^ Les quantités G, F, V\ T\ F,, T\, T,, F,, F,, T,, d'où dépendent 
les valeurs de P, Q, P^, Qi, P^, Qa (art. 41 et 43). Celles-ci doivent 
être déterminées par les trois observations de la comète et par le calcul 
des lieux du Soleil; mais on peut les ramener à des expressions plus 
simples, qui en rendront la détermination beaucoup plus facile. 

Commençons par U quantité G, dont les autres ne sont que des déri- 
vées; on a (art. 41) 

G = Im'n'-h mn'l'-^- ni' m''— In' m'— ml'n"— nmT; 

le carré de cette expression peut se mettre sous la forme 

G« = 4- ( /* -+- /n« -f- «« ) ( /'» H- m'» -t- Ai'« ) ( r» -4- m''» -^ n'^* ) 



2 {//'-4- mm'-4- nn')(ir-h mm"-^ nn" ) {l' l" -h m' m" -h n' n") 
_(/« 4_m« -+-«« ){l'l''-\-ni'ni''-^n'n''y 
_- ( /'«-+- m'» -f- n") {W -4- mm' -h nn' Y 
— (r«H- m'^^n"^) (ir -f- mm' -f- nn' )\ 

comme on peut s'en convaincre par le développement. Or, par la na- 
ture des quantités /, m, n, /', m\ n\ t\ w", rf (art. 37), 

/«^ ;n«-4- /i*= I, l''-\- m'»-^ n'^'ziL i, r»4- m"»-!- /i'»=: i. 

Donc, faisant, pour abréger, 

L := //' -h m.m! -4- nn' ^ 
L'—ll" -{-mm" -h nn'', 
U:=zl'r-^m'm''-^n'n'', 
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on aura 

Or nous avons déjà remarqué (art. 38) que la quantité II' -hmm'-\~nn 
est égale au cosinus de l'angle compris entre les deux rayons R et R' 
dirigés vers la comète dans les deux premières observations, angle que 
nous avons désigné par le côté CC'du triangle sphérique CC/C", sup- 
posé tracé sur la sphère en joignant par des arcs de grands cercles les 
trois lieux apparents de la comète dans les trois observations. Ce 
triangle est entièrement donné par les observations de la comète, de 
quelque manière qu'elles aient été faites; et nous pouvons regarder 
comme connus ses trois côtés CC, CC, C'C", ainsi que les angles C, 
C, C", qui sont respectivement opposés aux côtés CC", CC" et CC. 

On aura donc 

Lr^COS(CC) 

et, de même, 

L'=cos(CC"), V=ico^{C'C), 

et l'expression de la quantité G^ deviendra 

Gîrz:|-+- 2 cos(CC) cos(CC) cos(CC) - cos»(CC) — cos'CCC) - cos*(CC"). 

Cette expression de G^ peut encore se réduire à une forme plus 
simple; car il est facile de se convaincre, par le développement des 
termes, qu'elle est la même chose que celle-ci 

[cos(CC-f- CC) - cos(CC)] [cos(CC) - cos(CC- CC)], 

laquelle, par les transformations connues, devient celle-ci 

^, , . /CC-hCC-hCC\ . /CC-f-CC-C'C\ 
G«=._4s,n(^ _ jsm(^ ^ j 

. /CC-CC-hCC\ . /CC-hCC-CC 
X sin 



\ . /C'C-hCC-CC\ 

>'"( — l — ) 



formule très commode pour le calcul logarithmique. 

Si l'on veut employer les angles du même triangle, on peut avoir 
encore une expression plus simple de la quantité G; car on a, par les 
XII. 8 
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formules connues, 

cos(CT/)--=:cos(CC')cos(CC')-f-sin(Cr/)sin(CC')cosC; 

si Ton fait cette substitution dans la première expression de G^, on 
aura, après les réductions, 

G»=rsin(CC')*sin(CC')»sin«C 

et, par conséquent, en tirant la racine carrée, 

G=:sin{CC')sin(CC)sinC. 

On peut trouver de la même manière 

G = sin(C'C'') sin((yC) sinC'= sin(C'C) sin(C^C) sinC. 

Il est facile de prouver que la quantité G n'est autre chose que la 
solidité, prise six fois, de la pyramide triangulaire qui a le sommet au 
centre de la sphère dont le rayon est supposé égal à Tunité, et qui s'ap- 
puie sur le triangle sphérique 0(70", c'est-k-dire qui a pour base le 
triangle recti ligne formé par les cordes des trois arcs CC, CC", C'C"; 
car, si l'on considère une des faces triangulaires de cette pyramide, 
celle, par exemple, qui a pour base la corde de l'arc CC', on aura 
^sin(CC') pour l'aire de ce triangle isoscèle. Ensuite, si l'on considère 
la face adjacente qui a pour base la corde de l'arc CC", il est visible 
que l'inclinaison mutuelle de ces deux faces sera égale à l'angle C 
du triangle sphérique; par conséquent, la perpendiculaire menée de 
l'angle C" sur la première face sera égale à sin(CC") sinC. Cette per- 
pendiculaire devient la hauteur de la pyramide, en la supposant cou- 
chée sur la première face égale à ^sin(CC'); donc la solidité de la pyra- 
mide sera égale à 

gsin(Ce)sin(CC'')sinC 

et, par conséquent, égale a ^• 
48. Nous dénoterons, en général, par le symbole (CC'C") la fonction 
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des côtés et des angles de tout triangle sphérique CCC par laquelle 
nous avons exprimé la quantité G. 

Ainsi, ayant marqué sur un globe les trois lieux apparents de la 
comète G, G, G', donnés par les trois observations, et formé le triangle 
sphérique GC'G", on aura tout de suite 

Si ensuite on place sur le même globe les trois lieux du Soleil S, S', 
S", dans les trois observations, et qu'en joignant ces lieux et ceux de 
la comète par des arcs de grands cercles on forme différents triangles 
sphériques SGG", S'C'C", ..., il est facile de voir, par ce que nous 
avons dit dans l'article 40, relativement aux quantités F, F, F", F,, 
r',» r'j. Fa, F'j, F'^, que les trois premières seront données par des 
fonctions semblables des triangles SG'G", S'GG', S"CT/; que les trois 
autres seront données par de pareilles fonctions des triangles CSG', 
CS'G", CS"G', et que les trois dernières le seront par de semblables 
fonctions des triangles GGS, CGS', GC'S". On aura donc ainsi, d'après 
la même notation, 

r = (SGC^), r = (S'GC), r = (S'^co, 

r, =: (CSC), F, = (CS'C), F, = (CS^C), 

r,= (CGS), F,= (CGS'), F,= (CGS"). 

Ces quantités ne dépendent, comme l'on voit, que de la position 
mutuelle des lieux apparents de la comète et du Soleil, et, comme elles 
sont les seules qui entrent dans les équations qui déterminent les élé- 
ments absolus de l'orbite, notre analyse a l'avantage de séparer la 
détermination de ces éléments de celle des autres éléments qu'on peut 
appeler relatifs, parce qu'ils se rapportent à la position de l'orbite dans 
l'espace. 

49. On peut remarquer encore que les expressions que nous venons 
de donner ont lieu quelle que soit la position des lieux apparents de 
la comète et du Soleil; mais lorsque» comme nous l'avons supposé, les 
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lieux de la comète sont peu (listants entre eux, les arcs CC, C'C seront 
très petits, et Tangle C compris entre ces arcs sera peu différent de 
deux droits; il serait égal a deux droits si la Terre et la comète décri- 
vaient, dans l'intervalle de la première à la troisième observation, de« 
lignes droites, parce qu'alors les trois lieux apparents de la comète 
seraient dans un même grand cercle. Les sinus de CC, C'C et de C 
seront donc très petits, et la quantité 

G=zsin(CC')sin(C'C'')sinC 

sera très petite du troisième ordre; mais les quantités 

r = sin(SC') sin(SC'') sinS, 
r= sin(S'e) sin(S'C'') sinS\ 



ne seront que du premier; et, comme d'ailleurs il n'entre dans la valeur 
de G que des quantités dépendantes des lieux apparents de la comète, 
au lieu que les quantités F, F, ... dépendent en partie des lieux du 
Soleil, qui, étant donnés par les Tables, peuvent être regardés comme 
exacts, il s'ensuit que la valeur de la quantité G sera toujours beau- 
coup plus sujette à erreur que celles des quantités F, F', ..., et qu'ainsi 
il conviendra, autant qu'il est possible, de l'éviter, comme nous l'avons 
montré dans l'article 46. 

50. Nous remarquerons enfin que, comme l'observation d'une co- 
mète donne ordinairement son ascension droite et sa déclinaison, si 
l'on veut employer immédiatement ces données dans nos formules, 
il n'y aura qu'a supposer que les trois axes auxquels nous avons rap- 
porté les rayons R, R', R", dirigés vers la comète, et les rayons p, p', 
p", dirigés vers le Soleil, soient dirigés, le premier vers l'équinoxe du 
printemps^, le deuxième à angle droit sur le plan de l'équateur et sui- 
vant l'ordre des signes, et le troisième vers le pôle boréal de l'équa- 
teur; alors, nommant a l'ascension droite de la comète, d sa déclinai- 
son dans la première observation, et de même a l'ascension droite du 
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Soleil, 8 sa déclinaison au même instant, il est facile de voir qu'on 
aura 

l =1 cosacosd, m = sinacosfl?, «znsinc/, 
X=:cosacosô, jjL z= sinacosô, vz^sinâ. 

De là on aura (article cité) 

cos(CS) = /X -+- mfjn- nv = cos(a — a) cosrfcosô -f- sinrfsin(5 

et, pareillement, 

cos(C'S') =cos(a'— a')cosc?'cos5'-4- sinc/'sind', 
cosCCS') = cosCa"— a') cosc^'cosô'^-h sinârsind% 

en marquant, comme nous l'avons fait, par un trait et par deux traits 
les quantités analogues qui se rapportent à la deuxième et à la troi- 
sième observation. 
On aura de la même manière 

cos(CC')=:cos(a-— a') cosdcosd'-hsmdsïnd', 
cos{SS') = cos(a — a')cos5 cosô'-f-sinô sino', 
cos(CS')i=cos(a — a') cos^cosô'-f- sine/sinâ', 

et ainsi des autres cosinus. 

Si ensuite on substitue ces mêmes valeurs de /, m, n, t, m \ n\ t\ 
wl\ n" dans l'expression de G, on aura 

G = + cos^cos^'sin^''sin(a' — a) 

— cosc?cosc?'sin^'sin(a*— a) -4- cosc?'coscrsin^sin(a''— a') 

= — cosc?cos^'cosrf''[sin(a — a!) langcT-f- sin(a''— a) langea' -+- sin(a'— a^) langea], 

et Ton en déduira les valeurs de F, P, P, en cbangeant « et r/ en a 
et S, en a' et S', en a" et S"; celles de F,, F',, F|, en faisant les mêmes 
changements sur a! et d\ et celles de Fj, Y\^ Y\y en faisant ces mêmes 
changements sur a" et d' . On aura ainsi 

r —— cosô cos^'cos^''[sin{a— a')lang<i*-+- sin(a'^— a)lang^'-h sin(a'— a^) langd], 
r, =:— cosû^cosô cosc?'[sin(a — a ) tang^''-+-sin(a''— a) lang(5 -h sin(a — a') tang^], 
r^nr— coscf cosc?' cosô [sin(a — a') langô -h sin(a — à) tangc^'-h sin(a'— a) langô] ; 
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et pour avoir les valeurs de T\ Tj, T^ et de P, T% T^, il n'y aura qu'à 
marquer, dans les expressions de F, F,, F^, les lettres a et S d'un trait 
et de deux traits. 

Il est inutile d'observer que si, au lieu des ascensions droites et des 
déclinaisons, on avait pour données les longitudes et les latitudes, il 
n'y aurait qu'à substituer ces données à la place de celles-là dans les 
mêmes formules; l'orbite se trouverait alors rapportée à l'écliptique, 
au lieu de l'être à l'équateur. 

51. Après avoir calculé ces valeurs, on calculera celles des quan- 
tités Q, Q,, Qa par la formule de l'article 42; et si l'on veut employer 
la méthode de l'article 44, comme la plus courte, on aura tout de suite 
l'équation finale en r, dont la résolution ne sera pas difficile, en la 
réduisant pour la première approximation au quatrième degré. 

Si les intervalles entre les observations étaient égaux, on aurait 
/== 21 et, par conséquent, w = 2, ce qui donnerait 

Q-pr-8p'r-hp"P=:-6pT'-f.A«pr, 

en désignant par la caractéristique A^ la différence seconde des quan- 
tités pF, pT', p'T", dans lesquelles il n'y a que les quantités relatives 
au Soleil qui varient. Or, comme on suppose les observations peu dis- 
tantes entre elles, les différences de ces quantités seront très petites, 
par conséquent la différence seconde A^pF sera très petite du second 
ordre et pourra être négligée vis-à-vis de la quantité finie — 6pT', ce 
qui réduira la valeur de Q à cette seule quantité, et Ton pourra faire 
les mêmes réductions sur les quantités analogues Q,, Qa; de sorte 
qu'on aura simplement 

Qz=-6pT\ Q,^-6pT;, Q, = -6pT;, 

ce qui abrégera encore le calcul de la première approximation. 

A regard de la mesure du temps, comme ce temps doit être repré- 
senté par le mouvement moyen du Soleil, si on veut l'exprimer en 
jours moyens, il suffira de multiplier le nombre des jours et des déci- 
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maies de jour par l'angle du mouvement moyen du Soleil dans un 
jour, réduit en parties du rayon. Cet angle est de 59'8",3, et donne en 
parties du rayon le nombre 0,0172021, par lequel il faudra donc mul- 
tiplier les intervalles de temps /, réduits en jours moyens. 



CHAPITRE DEUXIEME. 

SUR LA VARIATION DES ÉLÉMENTS DES ORBITES ELLIPTIQUES PRODUITE PAR UNE FORCE 

D*IMPULSI0N OU PAR DES FORCES ACCÉLÉRATRICES. 

52. Un des premiers et des plus beaux résultats de la théorie de 
Newton sur le système du monde consiste en ce que toutes les orbites 
des corps célestes sont de même nature et ne différent entre elles qu'à 
raison de la force de projection que ces corps peuvent être supposés 
avoir reçue dans l'origine des choses. Il suit de la que, si une planète 
ou une comète venait à recevoir une impulsion étrangère quelconque, 
son orbite en serait dérangée; mais il n'y aurait que les éléments, qui 
sont les constantes arbitraires de l'équation, qui pourraient changer : 
c'est ainsi que l'orbite circulaire ou elliptique d'une planète pourrait 
devenir parabolique ou même hyperbolique, ce qui transformerait la 
planète en comète. 

Il en est de même de tous les problèmes de Mécanique. Comme les 
constantes arbitraires introduites par les intégrations dépendent de 
l'état initial du système, qui peut être placé dans un instant quel- 
conque, si l'on suppose que les corps viennent à recevoir pendant leur 
mouvement des impulsions quelconques, les vitesses produites par ces 
impulsions, étant composées avec les vitesses acquises par les corps, 
pourront être regardées comme des vitesses initiales et ne feront que 
changer les valeurs des constantes. 

Etsi, au lieu d'impulsions finies, qui n'agissent que dans un instant, 
on suppose des impulsions infiniment petites, mais dont l'action soit 
continuelle, les mêmes constantes deviendront tout à fait variables et 
serviront à déterminer l'effet. de ces sortes de forces, qu'il faudra 
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regarder comme des forces perturbatrices. On aura alors le problème 
dont nous avons donné une solution générale dans la Section V, et que 
nous appliquerons ici aux orbites des planètes. 

s^ I. — Du changement produit dans les éléments de l'orbite d* une planète, 
lorsqu'elle est supposée recevoir une impulsion quelconque, 

53. Nous avons vu, dans le § II du Chapitre précédent, comment on 
peut exprimer tous les éléments du mouvement elliptique d'une pla- 
nète par des fonctions des coordonnées œ, y, z et de leurs différen- 
tielles -^) ^» ^j qui expriment les vitesses suivant les directions de 

ces coordonnées. Si donc on suppose qu'une planète, pendant qu'elle 
se meut, reçoive dans un lieu quelconque de son orbite une impulsion 
qui lui communique les vitesses x, y, z suivant les mêmes coordon- 
nées et tendantes à les augmenter, il n'y aura qu'à mettre dans les 
mêmes fonctions 

dx dv • dz ' 

Si^''' tt^y' di^-' 

à la place de ^> 'di' Wt'' ^^ ''^" ^^^* '®^ éléments de la nouvelle orbite 
que la planète décrira après l'impulsion. 

Si, à la place des coordonnées rectangles x^ y, z^ on prend, comme 
dans l'article 5, le rayon vecteur r, avec les angles ^ et 9, dont le pre- 
mier '\f soit l'inclinaison de r sur le plan fixe des xy, et dont l'autre 9 
soit l'angle de la projection de r sur ce plan avec l'axe fixe des a?, les 
expressions de l'orbite deviennent plus simples. 

En effet, en substituant rcos'>{^cos9, rcos'^sin9 et rsin'>}/ h la place 
de X, V, z, on trouve, pour les éléments a, b, A, /, 

I _ '?. r- {cos*^ do^ -]- dh*) -{- dr^ _ r^{cos-^d(^^-\- d^'*) 

— _ ! __ ! , (^ . _ j 

a r gdt* gdt^ 

. sincprf'l' — sin 4» ces 4» 0059^/9 

^ cos 9 c^^ H- si n ^ ces 'sp si n 9 c^9 ' 



\/d'h* -+- sin*d' cos^d^do' 
tange = - — ^ ^ ^ 



cos'^f/o 
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Dans ces formules, les expressions différentielles ^ y i^^J— 2 et '-^ 

représentent les vitesses dans la direction du rayon r, dans une direc- 
tion perpendiculaire à ce rayon et parallèle au plan de projection, et 
dans une direction normale au plan des deux autres composantes. 

54. Prenons, pour plus de simplicité, le plan de projection dans le 
plan même de Torbite, et supposons que la vitesse reçue par l'impul- 
sion soit décomposée en trois, l'une suivant le rayon r, l'autre perpen- 
diculaire à ce rayon dans le plan de l'orbite, et la troisième perpendi- 
culaire à ce plan. Si Ton désigne la première par r, la deuxième par ro 
ot la troisième par rj», on aura les éléments de la nouvelle orbite après 
l'impulsion, en mettant dans les expressions précédentes dr-\-rdt, 
df^-^-n^dt, di^-h'i^dt k la place de dr, rfç, r/'j>, et faisant '>}^ = o, 
d']^ = o\ alors la position de la nouvelle orbite se trouvera rapportée 
au plan de l'orbite primitive. 

Soient A, B, H, 1 ce que les éléments a, b, A, «deviennent pour la 
nouvelle orbite; on aura 

j^ _ 2 __ /•*[(c?9 -\- '^ dty -\' i^^ dt^] 'h{dr-\- i'dty 
A ~~ 7 gdf* ' 

u _ r^[(d(p-h^dty-\-^^dt^] 

15 r-r j 



donc 



1 ^dc ^ „ sin© 

tangl =: — - — -, — > langH = — ^ = tango; 
dc^-h<^dt coscp ^^' 



Hzzzcp; 



en effet, il est clair que le nœud de la nouvelle orbite avec l'orbite 
primitive doit être dans le lieu où se fait l'impulsion. 

Si l'on fait aussi ;{; = o et -%]' = o dans les expressions des éléments 
primitifs a et A, on a 



I _ 2 /•* (i(p* 4- dr^ r^ c^(p* 



XII, 



y 
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(»t de là on tire 

dr^ \fl} dr Il \ h 

v/g dt " 1'^ ' \J^dt'^\~»''~ a~T^' 

Kn substituant ces valeurs, on aura les éléments de la nouvelle orbite 
exprimés par ceux de l'orbite primitive et par les vitesses /•, r^, r]f pro- 
duites par rimpulsion. 

55. Supposons maintenant qu'on demande l'impulsion nécessaire 
pour changer les éléments primitifs a, b en A, B, et pour rendre la 
nouvelle orbite inclinée a la première avec Tangle I; il ne s'agira que 
d'avoir les expressions ç, 'j», r en A, B, I et a, 6, r. Les formules que 
nous venons de trouver donnent 



i _ Vl][ smi . _ v ^cos l — y/p 



r 






Soit u la vitesse imprimée par l'impulsion, et soient a, p, y les angles 
que la direction de l'impulsion fait avec trois axes dont l'un soit le 
rayon r prolongé, l'autre perpendiculaire à ce rayon dans le plan de 
l'orbite primitive et dans le sens du mouvement de la planète, et le 
troisième perpendiculaire au même plan; on aura, par le principe 
de la décomposition, wcosa, mcos^, wcosy pour les trois vitesses sui- 
vant ces axes, lesquelles sont aussi celles que nous avons désignées par 
• • • 

r, ro et r'j>. On aura donc 

• • • 

MCOSa = r, wcos(3 = rcp, wcosy^r^};; 

d'où l'on lire, à cause de cos^ a 4- cos* p -h cos^ y = i , 

p, ; .- 

Donc, si l'on fait, pour abréger, 
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on aura 



/ 



^-f r o v^cosl — v'^ / v^Bsinl r- 

cosai= — ^V^g, cos[3= î — — ^—\^s, cosy = 5L___^jç. 

Mais, si Ton voulait rapporter la direction de Timpulsion à deux 
autres axes placés dans le plan de l'orbite primitive, dont l'un serait 
perpendiculaire et l'autre tangent à cette orbite, alors, en nommant i 
l'angle que la perpendiculaire à l'orbite fait avec le rayon vecteur r\ 

et dont la tangente est exprimée par -^y les vitesses imprimées sui- 
vant ces deux axes seront 

• • • • 

/cose — /'9 sin£ et /• sin£ -h /«p cos£, 

la vitesse suivant le troisième axe perpendiculaire au plan de l'orbite 
demeurant la même. Si donc on désigne par a' et par p' les angles que 
la direction de l'impulsion fait avec ces nouveaux axes, on aura 

li cos ol'z=i rcosB — /^ siiîc, 

u cos(3'=: /sine -h /^ cos£. 
Or on a 

dr //• 



lang£= — , 



d'où l'on tire, en substituant la valeur de/, 

Sin£=: . C0S£ — ^ 



Il I /â \ 

\ r a V '^ ^ 

et de là on aura 

. Fv^^-Zv/BcosI r 

\rA -rr^ — î îi- ï lAr 



COSa ::=: 



urK - — ~ 
\ r a 



V^» 



cos 
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où Ton remarquera que v^gl/-. — - est la vitesse dans Torbite primi- 
tive. 

A regard des signes ambigus des radicaux qui entrent dans ces 
formules, on remarquera : 

I** Que A étant la valeur de -7= — > exprime la vitesse suivant le 

rayon r dans l'orbite primitive, et que F exprimera la vitesse suivant 
ce rayon dans la nouvelle orbite; ainsi il faudra prendre ces quantités 
positivement ou négativement, suivant que les vitesses qu'elles repré- 
sentent tendront à augmenter ou à diminuer le rayon r, c'est-à-dire à 
éloigner ou à rapprocher le corps du foyer; 

2*" Que ^> étant égal à ' ^ > représente la vitesse circulatoire 

autour du foyer dans l'orbite primitive, et que, de même, ^ repré- 
sentera la vitesse circulatoire dans la nouvelle orbite, et — cosi sera 

r 

cette vitesse circulatoire rapportée au plan de l'orbite primitive. Ainsi, 

en prenant \Jb positivement, il faudra prendre l'autre radical y^B posi- 
tivement ou négativement, suivant que la nouvelle orbite sera, par 
rapport au plan de l'orbite primitive, dans le même sens que dans 
cette orbite ou en sens contraire, c'est-à-dire suivant que le mou- 
vement dans la nouvelle orbite sera direct ou rétrograde, relativement 
au mouvement dans l'orbite primitive. 

56. Lorsqu'on voudra appliquer ces formules aux planètes et aux 
comètes, on fera ^ = i , en prenant la distance moyenne de la Terre au 
Soleil pour l'unité des distances et la vitesse moyenne de la Terre 
dans son orbite pour Tunité des vitesses. Cette vitesse est à peu près 
de 7 lieues, de 25 au degré, par seconde. La vitesse d'un boulet de 24, 
au sortir du canon, est d'environ i4oo pieds, ou 233 toises par 
seconde, laquelle est aussi à peu près celle d'un point de l'équateur 
dans le mouvement diurne de la Terre, celle-ci étant de 238 toises par 
seconde. Donc si, pour rendre nos estimations plus sensibles, nous 
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prenons pour unité cette vitesse d'un boulet de 24, laquelle est à peu 
près d'un dixième de lieue, la vitesse de la Terre dans son orbite sera 
exprimée par le nombre 70; par conséquent, il faudra multiplier par 70 
la valeur u de la vitesse d'impulsion. 

Voyons quelle peut être la plus grande valeur de u. 

En nommant e l'excentricité de l'orbite primitive et ç l'anomalie 
vraie qui répond au rayon r, on a (art. 15) 

b a(i-«e') 



I -+- e cos 9 \-\-e cos 9 ' 
donc 



I — e» 



a /(i -h«cos<p) 



Ainsi la plus petite valeur de - sera — ^> et de même la plus petite 



i-E 

> en nommant £< 1 exe 

4 • I I 2-+-E -+- <? 



valeur de -r sera > en nommant E l'excentricité de la nouvelle or- 

A /• 



bite. Donc la plus grande valeur des termes -. — -r — - sera 

et cette expression aura lieu aussi pour les orbites hyperboliques 011 
E et ^ surpasseraient l'unité. 

Par les mêmes formules, on a - = i 4-ecosç, dont la plus grande 

valeur est i -h e; la plus grande valeur de - sera de même i -h E; donc 

la plus grande valeur de ^^- sera 7-^- — —\ mais il est facile de 

prouver que 



rr 



E H- ^ 

V(i-+-E)(H-e) <H , 



car la différence de leurs carrés est |(E — eY\ donc on aura toujours 



2 



y/B^ 2 -+-E-+-e 



— < 



,.. ,. 



Il faut encore chercher les plus grandes valeurs de /et F. Or, les 
plus petites valeurs de - et de -^^ étant "7 » la plus grande valeur 

de /sera i/^:' et de même la plus grande valeur de F sera i/-t • 
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Donc, puisque dans les expressions de u, \fb, y^, / et F peuvent 
avoir les signes -i- ou —, en prenant positivement les termes qui con- 
tiennent ces radicaux, et donnant aussi à cosi sa plus grande valeur i, 
on aura 

^^ ^ . / 4-h2(E-i-e)-h4v/Ê^ . 

Cette limite se réduira à l/-' lorsque l'orbite primitive sera circu- 
laire ou presque circulaire comme celle des planètes, et que la nou- 
velle sera parabolique comme celles des comètes. 

57. Les principales circonstances du mouvement des planètes au- 
tour du Soleil nous portent à croire qu'elles ont eu une origine com- 
mune; c'est le contraire pour les comètes; elles n'ont de commun 
entre elles que le mouvement dans une parabole, ou, en général, dans 
une section conique, et elles paraissent avoir été jetées au hasard dans 
l'espace. 

Ne peut-on pas supposer que la cause qui a produit nos planètes en 
a produit en même temps un plus grand nombre d'autres placées au 
delà de Saturne, et décrivant des orbites semblables, comme Uranus, 
mais dont plusieurs seront devenues ensuite comètes, en éclatant par 
une explosion interne? Car, une planète étant brisée en deux ou plu- 
sieurs morceaux, par la force de l'explosion, chacun de ces morceaux 
recevra une impulsion qui lui fera décrire une orbite différente de 
celle de la planète; et, pour que cette orbite soit parabolique, il suf- 
fira que la vitesse imprimée par l'explosion n'excède pas 70 1/- fois 

celle d'un boulet de canon (*). Pour Saturne on a ^ = 9, et pour 
Uranus r= 19; en supposant r= 24, il suffira d'une vitesse moindre 
que 35 fois celle d'un boulet, qui n'est produite que par une poignée 
de poudre. 

0) C'est-à-diro, il n'est pas nécessaire que la vitesse excède 70 i /- fois celle d'un 
boulet de canon. (/. Bertratid.) 
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L'hypothèse d'une planète brisée par une explosion interne a déjà 
été proposée par M. Olbers, pour expliquer la presque égalité des élé- 
ments des quatre nouvelles planètes; et ce qui pourrait la confirmer, 
ce sont les variations de lumière qu'on observe dans ces planètes, et 
qui, en indiquant un mouvement de rotation, indiquent en même 
temps que leur figure n'est pas de révolution comme celles des autres 
planètes; que, par conséquent, elles ne pouvaient pas être fluides, 
mais qu'elles devaient être déjà durcies lorsqu'elles sont devenues pla- 
nètes comme elles le sont dans l'état actuel. 

Si l'on suppose l'orbite primitive circulaire, et l'orbite changée par 
l'explosion elliptique, mais peu différente d'un cercle et peu inclinée 
au plan de l'orbite primitive, et qu'on n'ait égard qu'aux premières 
dimensions de l'excentricité E et du sinus de l'inclinaison I, on a 



V/E*(sin«4> 4- { cos-4>) -f- siriM 

uz^ r » 

V/ 

EsinO ^ EcosO sînl 

cosa= -r-i cosp— —9 cosy =: — ^> 

l'angle $ étant celui que le rayon r fait avec le rayon du périhélie. 

Ainsi, puisque les excentricités et les inclinaisons des planètes ne 
gardent entre elles aucune loi et n'ont de commun que leur petitesse, 
on pourrait supposer que les orbites des planètes ont été circulaires 
dans leur formation, et qu'elles sont devenues ensuite elliptiques et 
inclinées par l'effet de petites explosions internes. En effet, si un petit 
morceau m de la masse M d'une planète en avait été détaché et lancé 

avec une vitesse V capable d'en faire une comète, la planète n'aurait 

» *•* «A mV . .. 

reçu en sens contraire qu une petite vitesse vj-^ — qui aurait pu 

changer son orbite circulaire en elliptique et inclinée, comme celles 
de nos planètes, et la même impulsion aurait pu produire aussi 
quelque changement sur sa rotation, comme nous le verrons plus bas. 
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§ II. — Variations des éléments des planètes produites 

par des forces perturbatrices. 

58. Supposons maintenant que les impulsions qui changent les con- 
stantes arbitraires soient infiniment petites et continuelles; ces con- 
stantes deviennent variables, et Ton pourra, de cette manière, réduire 
l'effet des forces perturbatrices des planètes aux variations des élé- 
ments de leurs orbites. 

Soient X, Y, Z les forces perturbatrices décomposées suivant les 
directions des coordonnées rectangles x, y, z, et tendantes à aug- 
menter ces coordonnées; ces forces engendreront pendant l'instant dt 
les petites vitesses \dt, \dt, Zdt, qu'il faudra ajouter aux vitesses 

~y -^, -j^9 dans l'expression de chacun des éléments a, b, c, ..., 

comme dans l'article 52. Mais, comme ces vitesses additionnelles sont 
ici infiniment petites, elles ne produiront dans les éléments que des 
variations infiniment petites, qu'on pourra déterminer par le Calcul 
différentiel. 

Faisons, pour abréger, 

djT , dy , dz 

chacun des éléments sera exprimé par une fonction donnée de a-, j, 
5, x\ y, z\ Soit a un quelconque de ces éléments; on aura sa varia- 
tion da en augmentant x\ y\ z' des quantités infiniment petites X///, 

fl 

Y^r//, Zdt\ on aura ainsi 



"-(ê'^-^v-l^'-h 



et Ton aura de pareilles équations pour les autres éléments de l'orbite 
/>, c, /«, I, k. 

Pour faire usage de ces équations, il faudra substituer à la place des 
variables .r, y, z, x\y\ z' leurs valeurs en / et en a, b, r, . . . données 
par les formules trouvées dans le premier Chapitre; on aura ainsi 
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autant d'équations du premier ordre entre le temps / et les éléments a, 
h, c, .,. devenus variables qu'il y a de ces éléments, et il ne s'agira 
plus que de les intégrer. 

Si l'on voulait introduire directement les forces perturbatrices dans 

les équations de l'orbite primitive (art. 4), il n'y aurait qu'à ajouter 

/#/* f/t' fit' 
respectivement les quantités X, Y, Z aux termes R;t-' Ry-» R t;: de 

ces équations. Ainsi l'on peut regarder les équations précédentes entre 
les nouvelles variables a, b, c, ... comme des transformées des équa- 
tions en X, y^ z; mais ces transformations seraient peu utiles pour la 
solution générale du problème. Leur grande utilité est lorsque la solu- 
tion rigoureuse est impossible, et que les forces perturbatrices sont 
très petites; elles fournissent alors un moyen d'approximation que 
nous avons exposé d'une manière générale dans la Section V. 

59. Cette approximation, fondée sur la variation des éléments, est 
surtout applicable aux orbites elliptiques des planètes, en tant qu'elles 
sont dérangées par l'action des autres planètes, et les géomètres l'ont 
souvent employée dans la théorie des planètes et des comètes; on peut 
dire que ce sont les observations elles-mêmes qui l'ont fait connaître 
avant qu'on y eût été conduit par le calcul; elle a l'avantage de con- 
server la forme elliptique des orbites, et même de supposer l'ellipse 
invariable pendant un temps infiniment petit, de manière que non 
seulement le lieu de la planète, mais au^i sa vitesse et sa direction ( * ) 
ne soient point affectés de la variation instantanée des éléments. 

En effet, en regardant les coordonnées ^, j, z comme des fonctions 
du temps et des éléments a,b,c, . , . devenus variables, on a, par la dif- 
férentiation, 

, ()jc . ôjr j dx ,, ôx , 

cix ==: -r~ al -\- -^r- aa -h TT do -\ — r- ac -t- . . . , 
ât da db de 

et il est facile de prouver que la partie qui contient les variations da, 
dh, ... devient nulle par la substitution de la valeur de da donnée ci- 

( * ) C'est-à-dire la formule qui exprime la vitesse et celles qui font connaître la direc- 
tion du mouvement. ( /. Bertrand. ) 

XII. lo 
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dessus, et des valeurs semblables de db, de, ... ; car, en faisant ces sub- 
stitutions dans les termes ^da -h ^dh -h, .. et ordonnant par rap- 
port aux quantités X, Y, Z, on aura 

/ dx âa dx dh dx de \ 

\ da dx' db dx' de dx' - - - j " 

(dx da dx db dx de \ v ^7 

d^ d/'^ db ôy' '^ d^ df '^"J 

/ dx da dx db dx de \ y ^ 

'^\d^ d^'^dbdP ^d^dT' '^'"J^''^^' 

Mais, en regardant d'abord x,y, z, x\y\ z' comme fonctions de a, 
b, r, A, I, ^, et ensuite a^ b^ c, ... comme fonctions de x, y^ z^x\ . . . , 
on a 

, dx , dx ,, dx , dx ,, 
dx T=i -T- da -\' ^rr db -\- -r- de ^ -^-z- dh -^, . .^ 
aa ab de on 

dy — ^ da -h ^db -h -~ de -^ -^ dh -\-, , ., 
•' da db de dh 



j da 1 da , da . da , , 
da ^z -:— dx -\- -^ dy -h -r- dz -{- -r— , dx -\- 
dx dy dz dx' 



• • • 



., db , db , db j db , , 
db = -^ dx -\- -^ dy -\' -^ dz -\- 3—, dx'-^- 
dx dy ^ dz dx' 



Substituant dans l'expression de dx, dy, . . . ces valeurs de da, ab, ..., 
on doit avoir des équations identiques; par conséquent, il faudra que 
les termes affectés de dx', dy\ dz' , dans les expressions de dx, dy, dz, 
deviennent nuls; ce qui donnera, par rapport à dx, les équations 
identiques 



dx da dx db dx de 



da 


dx''^ 


db 


dx' 


' de 


dx' 


dx da 
da dy' "^ 


dx 
db 


db 

dy' 


dx 
^ de 


de 
à/ 


dx 
da 


da 


dx 
db 


db 
dz' 


dx 
^ de 


de 
dz' 


plement 














dx — 




f 



-H. . .zz: o, 



O, 



-h. . .z:z O. 
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et l'on trouvera de la même manière 

dy^f^dt, dz = ^dt, 

comme si les constantes a, b^ c, h, .,. ne variaient point. 

60. Lorsque les forces perturbatrices viennent des attractions d'au- 
tres corps fixes ou mobiles, et que ces attractions sont proportion- 
nelles à des fonctions des distances, alors, si l'on désigne, comme dans 
l'article 8 de la Section V, par — û la somme des intégrales de chaque 
force multipliée par l'élément de sa distance au centre d'attraction, et 
qu'on regarde la quantité Q comme fonction de x, y, s, les forces X, 
Y, Z sont de la forme 

\ - — -; — > 1 ."=1 -c — > /j 



- > 



dx dy àz 

je donne ici le signe + à la quantité û, parce que j'ai supposé que 
les forces X, Y, Z tendent à augmenter les distances x, y, z^ au lieu 
que, dans les fonctions — û, les forces perturbatrices, dirigées sur des 
centres, sont supposées tendre à diminuer les distances des corps à 
ces centres. 

Dans ce cas, qui est celui de la nature, les variations des éléments 
a, h, c, ... peuvent s'exprimer d'une manière plus simple, en em- 
ployant, au lieu des différences partielles de Q relatives à œ, y, z, ses 
différences partielles relatives k a, b, c, . . . , après la substitution des 
valeurs de ^, y, c en / et a, b, c, ...; c'est cette considération qui 
a fait naître la nouvelle théorie de la variation des constantes arbi- 
traires. 

Si l'on regarde x,y, z comme fonctions de a, 6, c, ... , on aura 

dx da dx db dx de âx 
dil d^ da d^ db ^ de 



dy da dy db dy de dy 

dit _d§l da d^ db d^ de 
dz da dz db dz de dz 
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rt, ces valeurs étant substituées dans l'expression de da de l'article 58, 



à la place de X, Y, Z, elle deviendra 



, / da da da da da da \ dil . 

\dx dx dy dy dz' dz ) da 

(da^db dadh àa^ db\ dil 
"^ \dx' dx "^ dy dy ~^ dz' dz) db 



( 



da de da de da de \ d^ , 



dx' dx dy' dy dz' dz J de 



On peut faire disparaître de cette expression les termes multipliés 
par -j-j par la considération que, H ne contenant point les variables ^r', 

y, z\ on a 



d^ d^ da dl2 db dQ. de 



dx' da dx' db dx' de dx' 
dil dil db dil db dil de 



dy' da dy' db dy' de dy' 



— o, 



. . . z:z O. 



dil__dilda^ dil db dil dc^ _ 
dz' ■" da dz' "^ db dz' "^ de dz' ~^ ^" 



Donc, si Ton soustrait de la valeur de da la quantité 

dil da dil^da àil da\ 
dx' dx "^ dy dy "^ dz' dz ) ' 

qui est nulle, on aura 



, _ / da db da db da db da db da db da db\ dil . 
^ "" "^ \d^' d^'^ dy'dy'^ d^' dl" d^ d^'^dy dy''~d'z d^'J db 



( 



da de da de da de . da de da de da de\ dil , 

at. 



dx' dx dy' dy dz' dz dx dx' dy dy' dz dz' J de 



Cette expression de da est, en apparence, plus compliquée que la 
formule primitive d'où nous sommes partis; mais elle a, d'un autre 
côté, le grand avantage que les coefficients des différences partielles 

-^j -T-^ • • • deviennent indépendants du temps /, après la substitution 

des valeurs de x, y, z, x\ y\ z' en / et «, i, c, . . . , données par le mou- 
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vement elliptique de la planète, comme on peut s'en assurer par la 
différentiation, en faisant varier le temps t dans les coefficients. 

61 . En effet, puisque a est censé fonction de t, x, y, z, x\ y\ z\ et 
que X, j, :;, x\ y\ z varient aussi avec /, de manière que 



et 





dx 

dt •^' 


dt -^' 


dt 




dx' 

dt ~ 




dy' âV 

dt àf' 


dz' 
dt 


dW 

dz 



par les équations différentielles du problème (art. 4), il s'ensuit qu'on 
aura, en différentiant par rapport à l, 

d^a d-a , d-a , d^a , 



-^^zi^^'-^Tz^^^y-^ 



, da \ dx ôt dx* dx dy dx dz . 

^-^ j d-a dV d'à d\ d'à d\ 

\ dx dx' dx dx dy' dy dx dz' dz 

Mais, a étant une des constantes arbitraires introduites par l'intégra- 
tion des mêmes équations, sa différentielle relative k t doit devenir 

identiquement nulle par les mêmes valeurs de -^> -^, -^; on aura 
donc 

da da , da , da , da dV da dV da dV _ 
dt dx dv^ dz^ dx' dx dv' dy dz' Ih ^ * 

équation identique qui subsistera, par conséquent, en faisant varier 
séparément x, y, z, x\ y\ z\ 
Faisons varier x; on aura donc aussi 

d'à d-a , d'à , d'à , d'à d\ d'à dV d'à d\ 



^-^TzrÂ7,r 



dxdt dx' dx dy dx dz dx dx' dx dx dy' dy dx dz' dz 

da d'\ da d'V da d'Y 
dx' dx' dy' da dy dz' dx dz 

Donc la valeur de la différentielle de 3- se réduira à 

dx 

^àa_fda^d^ da d'\ da d'\ \ ^ 
dx \dx' dx' dy' dx dy dz' dxdzj 



o. 
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On trouve de la même manière 

,àa_/âa d^W âa â^ ôa <^'V \ , 
dy" \dx' dx ôy "^ df dy^ "^ dz' dy dz) ' 

dz~ \dx' dx dz "^ dy' dx dz "^ dz' dz^ ) 

On aura ensuite 

Id'a d*a , d^a , ^'^ ./ 

dt dx' dx dx' dy dx' " dz dx' ^ I 

d^a d\ d^a d\ d^a dW 

dx^^ dx dx'dy' dy dx'dz' dz 

Mais, en faisant varier x' dans l'équation identique da = o et obser- 
vant que la fonction V est supposée ne pas contenir les variables x\ 

y\ z\ on a 

d'^a da d^a , d^a , d-a , 



dt dx' dx dx dx' dy dx' ^ dz dx' 

_ à^àV _ à* a dV _ d*a /)V 
dx'^ dx dx'dy' dy dx'dz' dz 



= o; 



donc on aura simplement 



, da _ da 
dx' dx 



et l'on trouvera de la même manière 

, da da , 

, da da , 

a -3—, =1 T-at, 

dz' dz 

On aura des expressions semblables pour les différentielles d^^ 

dj-y d-Tz^ ^ T~'' ^ d~~'' ^d^'' ®^ changeant seulement a en 6, et ainsi 
pour les autres quantités semblables. 
Si maintenant on différentie le coefficient de -rj dt dans l'expression 

de da de l'article 60, et qu'on y substitue les valeurs qu'on vient de 
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trouver pour les diilerentielles de 3-» t-» -^.^ 3-7' Ti' xt/' ^^ verra 

(l'abord que les termes qui contiendront les différentielles de -5— ,> -r—,^ 
T^> -^-î' -T^' T-7 se détruiront mutuellement, et que les termes qui 

ay ây oz' az' ^ ^ 

contiendront les différences de ^ > j- » • • • » étant ordonnés par rapport 

aux différences partielles de V, se détruiront aussi mutuellement dans 
chacun des coefficients de ces différences partielles. 

D'où l'on peut conclure que le coefficient de -tt-» dans l'expression 

de da, sera constant à l'égard du temps t et ne pourra être qu'une 
fonction de a, b, c, ..., après la substitution des valeurs de x, y, z, 
x\ y\ z' en a, 6, c, ... et /; de sorte que la variable / disparaîtra 
d'elle-même, et qu'il suffira d'y substituer les valeurs de x, j, z, x\ 
/, z' qui répondent ou à ^ = o, ou à une valeur quelconque de /. 

On prouvera de la même manière que t disparaîtra des autres coeffi- 
cients des différences partielles de H dans la même expression de da. 
Ainsi la variation de a sera représentée par une formule qui ne con- 
tiendra que les différences partielles de û par rapport à 6, c, . . . , mul- 
tipliées chacune par une fonction de a, b, c, ..., sans/. Et la même 
chose aura lieu à l'égard des variations des autres constantes arbi- 
traires 6, c, h, 

Ce résultat important, que nous venons de trouver a posteriori, 
n'est qu'un cas particulier de la théorie générale de la variation des 
constantes arbitraires, que nous avons exposée dans le § II de la Sec- 
tion V; et nous aurions pu le déduire immédiatement de cette théorie; 
mais nous avons cru qu'il n'était pas inutile de montrer comnient on 
peut y arriver en partant des formules qui donnent directement les 
variations des éléments dues aux forces perturbatrices, et surtout 
comment ces variations acquièrent une forme simple et élégante par 
la réduction des forces perturbatrices aux différences partielles d'une 
même fonction, relatives à ces mêmes éléments regardés comme va- 
riables. 



80 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

62. Nous avons supposé, dans l'article 60, que les forces X, Y, Z 
pouvaient s'exprimer par les différences partielles d'une même fonc- 
tion Q relatives à x, y, z. Cette hypothèse simplifie le calcul, mais 
n'est pas absolument nécessaire pour son exactitude, puisque les équa- 
tions différentielles sont toujours indépendantes de la nature des 
forces accélératrices du mobile; il s'agit seulement de savoir ce qu'on 
doit substituer k la place des différences partielles de il relatives aux 

constantes arbitraires a, A, c, Or ces constantes n'entrent dans la 

fonction Q que parce qu'elles entrent dans les expressions des va- 
riables j?,j, Zj dont Q est supposé fonction; ainsi l'on aura 

àa ôx ()a ôy da âz da 

ot, remettant X, Y, Z à la place de -t^> -p"» -p» on aura 

^— X— -hY^-+-Z — , 

da da da ^ da 

m 

quelles que soient les valeurs de X, Y, Z. Il en sera de même à l'égard 

. dil d^ , .A 

ne ^> ^> •••> en changeant a en 6, c, 

En général, si l'on dénote par la caractéristique S les variations de û 
relatives aux constantes arbitraires a^ b, c, . . . , on aura 

et si l'on suppose que les forces perturbatrices soient R, Q, P, . . . , ten- 
dantes à des centres dont les distances respectives soient r, q, p, . . . , 

ce qui donne 

— ^£2 = R c^r + Q ^q H- P t/p 4- . . . , 

on aura aussi, relativement aux constantes arbitraires, 

— o£2 = R ar -h Q oq -+- P op -f- 

Je donne ici à dH le signe —, parce que les forces R, Q, P, . . . sont 
supposées tendre à diminuer les distances r, q, p, ..., au lieu que les 
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forces X, Y, Z sont supposées tendre à augmenter les lignes x, y, z, 
comme nous l'avons déjà observé dans l'article 60 (*). 

63. Pour appliquer les formules générales de l'article 18 de la Sec- 
lion citée aux éléments d'une planète, il n'y a qu'a considérer que 
les coordonnées ic,j, z, étant indépendantes, doivent être prises pour 
les variables S, ^, ç; et, comme il n'y a qu'un seul corps mobile dont 
la masse peut être supposée égale à l'unité, on aura simplement, 
comme dans l'article 3, 

donc 

AT /ÎT /ÎT 

Ainsi les constantes a, p, y et X, [jl, v, qui représentent les valeurs de 
r, y, z et de x\ y\ z' lorsque / = o (Sect. V, art. 12), seront ici x, 
y, z, x', y', z' (art. 31), et les variations des éléments a, A, c, ... 
deviendront de la forme 

da=z\-h{a,b)— -^ (a, c)^ -h... \dt. 





2dt* 


■ 2 


dl 

dx' ' 


dJ 

'^' dy ^' 


dT 
dz' 



les coefficients représentés par les symboles {a, b), {a,c), ... étant 
exprimés ainsi : 

. . àa db da db da àb âa âb da àb da db 

^^' ^~^ 5x "^57 ^ "^^z^^'~5x ^~5y 57' ""5z d>?' 

da de da de da de da de da de da de 

(a, e) = 



d\' d\ dy' dy dz' dz d\ d\' dy dy' dz d7J 



(*) L'introduction de la fonction 12 dans un raisonnement relatif au cas où celle fonclroii 
n'existe pas donne à ce paragraphe une apparence d'obscurité qu'un peu d'attention fait 
néanmoins disparaître. (/. Bertrand. \ 

XII. 1 1 
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On voit que ces expressions de da, db, . . . coïncident avec celles que 
nous avons trouvées ci-dessus (art. 60), si ce n'est qu'à la place des 
lettres x, y^ 5 il y a les lettres x, y, z, qui représentent les valeurs 
de X, y, z lorsque / est égal à zéro, ou k une valeur quelconque, puisque 
le commencement du temps / est arbitraire; ce qui revient au même, 
parce que, les coefficients (a, 6), (n, c), ... devant être indépendants 
de /, les quantités a, h, c, . .. doivent être les mêmes fonctions de x, 
V, 5, x\ y, z' que de x, y, z, x', y', z'. 

64. Comme les quantités x, y, z, x', y', z' sont aussi des constantes 
arbitraires, on peut les prendre à la place des six constantes a, 6, c, 
/?, /, X\ Changeant donc a en x, 6 en x', f^ en y, A en y', . . . , on aura 

(x,x')~ — I, (y,y')= — I. (z,z') = — I, 

et tous les autres coefficients (x,y), (x,z), (x', y), ... deviendront 
nuls; de sorte que les variations de x, y, z, x', y', z' seront représen- 
tées par ces formules très simples 

dx' = 4- -T- dt, d y' = -h 3- dt, dz' = -\- —-dt, 

ox ^ ây dz 

lesquelles résultent aussi de celles auxquelles nous sommes parvenus 
directement dans Tarticle 14 de la Section V; ainsi il y aurait toujours 
(le l'avantage à employer ces constantes à la place des autres constantes 

ce, t/, C, a... 

Mais, quelles que soient les constantes a, h, c, . . . , elles ne peuvent 
être que des fonctions des constantes x, y, z, x', ...; donc, récipro- 
quement, on peut regarder celles-ci comme fonctions de celles-là. On 
aura ainsi 

f)^ dil ô\ d^ ây âil dz dil â\' âil dy' dQ dz' 



da à\ âa ây âa âz âa â\' âa ây' âa âz' âa ' 

donc, substituant les valeurs de ^ > -y-' '" ^^ présent article, on 
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aura 

oa oa oa ôa oa oa *' da 

Or X, y, z, x', ... étant fonctions de a, 6, c, . . . , on a 

, d\ , dx ,, d\ , 

dx =1 ^r- da -{- -Tf do -h -r- dc-h. . ., 
oa do de 

. , d\' j dx' ,, âx' , 
dx' = -r-da -+- -TT- do -+- -r— de -h. . ., 
da do de 



Substituant ces valeurs et ordonnant les termes par rapport aux varia- 
tions da^ db^ dc^ . . . , on aura 

OÙ les symboles [a, 6], [a, c], ... sont exprimés par ces formules 

r hl — —— ^ ^ <?z dz' dx' dx dy' dy dz' dz 

La, ^\ — ^a db '^ da db '^ dâ db dâ db da db da db ' 

r 1 — —^ ày dy^ dz dz' dx' dx dy' dy dz' dz 

*• ' ^ da de da de da de da de da de da de ' 



On aura de même, à cause de [6, a]= — [a, b~\ 

g*=-[»,.l.»*[..c]*^[»,*]*,-^.... 

r^ 1— ^î^' ^^ c^z dz' dx' dx dy' dy dz' dz 
L^cJ - ^^ ^c '^ db de '^ db de db de 'db de db de' 

et ainsi de suite, en changeant simplement les quantités a, 6, c, A, i, k 
entre elles, prises deux à deux, et en observant que l'on a, en général, 

* [b,a]=-[a,b], 

de sorte que la valeur des symboles ne fait que changer de signe par 
la permutation des deux quantités qu'ils contiennent. 

Si l'on compare les valeurs de ces symboles marqués par des cro- 
chets carrés avec celles des symboles analogues marqués par des cro- 
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chels ronds (art. 63), on y remarque une analogie singulière, qui 
consiste en ce qu'elles sont exprimées de la même manière en diffé- 
rences partielles de «, 6, c, . . . , relatives à x, x', y, . . . , ou de x, x', 
V, . . . , relatives à a, 6, c, 

65. Ces dernières formules sont celles que j'avais trouvées directe- 
ment, dans mon premier Mémoire sur la variation des constantes 
arbitraires (*), et elles résultent aussi immédiatement de la formule 
de l'article 12 de la Section V, laquelle, en faisant les substitutions 
indiquées ci-dessus (art. 61), se réduit à 

lildt — A\ ox' -H Ay dy' -h Az 5z' — Ax' ôx — A>' oy — Az' ôz. 

Dans cette formule, les différences marquées par o doivent se rap- 
porter aux variations de toutes les constantes a. A, c, ... ; mais les dif- 
férences marquées par A peuvent se rapporter k la variation de cbacune 
de ces constantes en particulier (Section citée, art. 10). Ainsi l'on aura, 
en rapportant la caractéristique A successivement i\ a, b, c 

-^ dt— — à\' -h -r^ oy' 4- ^- oz' ^ 5x — ~- ôy — -r- 5z, 

()a ôa aa '' da da ôa ^ ôa 

et de même en cbangeant a en A, c, 

Mais on a 

d\ , ô\ ,, c^x , 

o\ =1 -T- da -k- -^-Y do -h -^ ac -h . . . , 
aa an Oc 

ô\' â\' â\' 

o\' — -T— da -h -TT db -h -z- de -^ 



ôa ôb ôc 



• • » 



et de n)éme pour Sy, 5y', oz, âz'; en faisant ces substitutions, on a pour 

ôil dil 1 . /. 1 . ' • I 

-:-) -7r> ••• les mêmes lormulcs trouvées ci-dessus. 

ôa ôb 

Mais une conséquence importante qui résulte de ces formules, c'est 

que la variation de la fonction 12, en tant qu'elle dépend de celle des 



( ' ) /W/' les Mémoires de la première Classe de llnslilul pour i8o8 (« ). 

( Note de La^ran^e. ) 

«) <)Etti>res de Lagrange, t. VI, p. 76g. G I». 
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éléments a, A, c, . . . , est toujours nulle. En effet, si, dans la différen- 
tielle 

-r~ aa 4- -T.- do 4- -.— ac 4- . . . ♦ 
aa do Oc 

I ..^ 1 1 1 dQ> dit da db . 

on substitue les valeurs de -r-> ^7-> •••en -j-y -77» •••» on trouve que 

c?a 00 dt dt ^ 

tous les termes se détruisent, ce qui est un résultat très remarquable. 



66. Comme la solution du problème principal dans lequel on n'a point 
égard aux forces perturbatrices doit donner les valeurs des variables^, 
r, z en /, avec les constantes arbitraires a, 6, c, . . . , il n'y a qu'à faire 
d'abord t = o dans ces valeurs et dans celles de leurs différentielles 
relatives à t, et prendre ensuite leurs différences partielles relatives 
à a, A, c, On a ainsi facilement les coefficients des différences da, 

db. ... dans les valeurs de ^di, jj-dt^ . . . , et il ne s'agit plus que de 

chercher ces différences mêmes par des éliminations linéaires, comme 
je l'ai pratiqué dans le Mémoire cité, à l'égard des éléments des pla- 
nètes. 

A cet égard, les formules de l'article 63 paraissent avoir de l'avan- 
tage, en ce qu'elles donnent directement les mêmes différences; mais 
elles demandent d'abord qu'on ait les expressions des constantes arbi- 
traires a, i, c, ... par les variables ^, y, :; et leurs différentielles, ce 
qui, dans plusieurs cas, ne peut s'obtenir que par des éliminations 
d'un genre supérieur aux linéaires; ensuite, après avoir pris leurs dif- 
férences partielles relatives à œ, y, z, x\ y\ z\ il faut y remettre les 
valeurs de ces variables en a, i, c, ..., puisqu'en dernière analyse 
les coefficients (a, i), (a, c), ... doivent devenir des fonctions de a, 
A, c, . . . , sans /, ce qui constitue l'essence et la force de cette analyse. 

Quoi qu'il en soit, ayant donné, dans le § I, des expressions fort 
simples des coordonnées x^ j, z^ en / et a, 6, c, A, «, ^, nous y appli- 
querons les formules du dernier article, pour en déduire les variations 
des éléments a, 6, c, ..., comme nous l'avons pratiqué dans le Mé- 
moire cité, parce que le calcul par ces formules acquiert une simplicité 
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et une élégance qu'il n'aurait pas» à beaucoup près, par les autres for- 
mules. 

67. Reprenons les expressions de x^ y^ z données dans l'article 13, 



X 



= «X -f- (3 Y, 7 = a, X -h (3, Y, zz=, a,X -h (3, Y, 



dans lesquelles (art. 17) 

X=:ia(cosô — e), Y = «v^i — e'sinô, 

l'angle étant déterminé par l'équation (art. 16) 




Ces formules ont l'avantage que les trois éléments de l'orbite a, b, c 
ne se trouvent que dans les quantités variables X, Y, et sont, par con- 
séquent, séparés des trois éléments A, i, k qui dépendent de la posi- 
tion de l'orbite et dont les coefficients a, p, a', ... sont fonctions 
(art. 13). 

Considérons d'abord la formule 

dx dx' ^ dy dy' dz dz' dx' dx dy' ôy dz' dz 



da db da db da db da db da db da db 

et substituons-y les valeurs de ^, j» z données ci-dessus; en faisant 

on aura pour x\ y\ z' les mêmes expressions, où les quantités X, Y 
seront marquées d'un trait; et comme les constantes a, h n'entrent 
que dans X et Y, on aura 

da da ôa^ da âa ôa 

db~^ db'^^ôb' db~''~db '^'^ db' 
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et changeant a, ^ en a, , p, et en a^, ^j, on aura les valeurs de ^) -j-y — 

Ces différentes valeurs étant substituées dans la formule précédente, 
et ayant égard aux équations de condition 

qui ont lieu entre les coefficients a, p, a,, . . . (art. 14), cette formule 
se réduira à la forme 

da db da ôb da âb da âb 

cil Ton voit que les quantités a, p, a, ..., qui dépendent de la posi- 
tion de l'orbite, ont disparu. 

On aura un pareil résultat par rapport aux différences partielles 
relatives à c, et il n'y aura qu'à changer dans la formule précédente 
rt et A en c. 

Si donc on substitue dans X, Y, X', Y' leurs valeurs en t, qu'ensuite 
on fasse / égal à zéro ou à une quantité quelconque déterminée, et 
qu'on désigne par A", F, À'', V ce que X, Y, X', Y' deviennent, on aura 
(art. 64) 

L«» b\ — ^^ ^^ -t- ^^ ^^ ^^ ^^ ^^ ^^ y 

et l'on aura de même les valeurs de [a, c], [6, cj, en changeant h en c 
et a en b dans les différences partielles. 

68. Or on a 
donc, puisque X' = -^ > Y' = -^ > on aura 

X'zr:-asin(^^, ¥'= a v^i -?cos9^. 

ai at 

Mais l'équation 
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donne, par la difTérentiation, 

(10 _ y «' 

dt I — c cos d ^ 

donc on aura 



y a I — ecosO' y r/ 



I — e cos 



II faut maintenant difTérenticr ces formules en faisant varier les trois 
constantes a, e, c; nous dénoterons par la caractéristique o les varia- 
tions relatives à ces constantes; ainsi Ton aura d'abord 



$0= . 

I — ecos7 



ensuite 



oX — — as'inOoO -h cos^^rt — d(ae)y 



6\ —a\i — e*cos0è9 -^ s'mO d{a \/~i — e^). 



y a (i — ecost/)' 

— 4 /^ siii(/cos9 , sin^ 

y a (i — ecos(;)* I — 6'cos^ 

-v/ * /^ / ï sin(? ,, 

y a * (i — ecosy)* 




-h 



y a^ {i^ecosOy i — ecosO \y <z * / 



On peut faire ici / = o; mais il est plus simple de faire / = r, ce qui 
«lonne aussi = o; ainsi Ton aura, en changeant X, Y en À", }', 

y (ri — e 
o.Vzzz [i — e) da — a de. 



e'' 



dr = a v/i - e« oO =:- i A ^- - ^ de, 

y a î — e 
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y a i — e a' (i — e)* 



d 



.r./i^,=..^*.-.."^v1^''-"' 



(i — e)* I — e 

\y a i — ej i — e \a \ a (i^e))/i-- 



e' 



69. Ici nous avons conservé la quantité e, qui est l'excentricité; 
mais si, à sa place, on veut employer le paramètre b =^ a(i — e'), on 
aura, par la diflerentiation. 



, ( I — e^)da — db 
ae =z - - - , 

2ae 



et les expressions de SX et de Sv\ qui contiennent de, deviendront 

y,, —(i — eyda^db 



2e 

db 



y a 2ae y a 



2ae{i — ^) V^' — ^' 

De là nous aurons les difTérences partielles 
à A (i — ey d.r I di 



àa 2 e âb 2 e de 



— 0, 



c y a I — e 



da -'"' db -'"' de 

dV _ d.r_ _ dA' _ g i_ 

da ~^' db ~^' de ~" à* (i — e)'' 

dV , /i sjT^~é^ dV . fi I dV 






da y a 2ae db V ^ 2ae(i e)\/i e^ ^^ 



^o, 



et l'on trouvera, par la substitution de ces valeurs dans les expressions 
des symboles [a, b\, [a, c], [6, c\ de l'article 67, 

[a, 6] — o. 



t*' '^ = ^ [(7- iy ~ ( , _ J). ^r- iij " °" 

XII. la 
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On aurait encore les mêmes résultats en changeant b en e, si l'on vou- 
lait conserver l'excentricité à la place du paramètre. 

70. Considérons ensuite la formule 

dx dx' dy dy' ds dz' dx' dx dy' dy dz' dz 
da dh da âh ôa ôh ôa d/i ôa dh da dh 

■ 

Comme la quantité h ne se trouve que dans les coefficients a, ^, a,, . . . , 
qui ne contiennent point a, on a 

^i! — ^? Y ^ ^ Y ^'^ — ^ Y'^ ^ Y' 

âh ~' âh '^ âh ' âh '^ ôh '^ dh ' 

et changeant a, ^ en a,, ^, et en ol^^ p^, on aura les valeurs de ^> -^^ 

j" > ^- X l'égard des différences partielles relatives à a, elles seront 

les mêmes que dans l'article précédent. 

En faisant ces substitutions, on remarquera qu'en vertu des mêmes 
équations de condition différentiées» on aura 

ocd^-hoci d^i 4- a, ^?, rz: — ;3 e/a — 3, rfa, — ?, r/a,; 

de sorte qu'en faisant, pour abréger, 

(3 é/a 4- J3i dxi •+- Pt d(x^= dy^ 

[j'emploie l'expression différentielle d/^ (*), quoique la valeur de dy^ 
ne soit pas une différentielle complète], la formule 

àx âx' dy dy' dz dz' 
da dh da dh da dh 



(') li n'y a dans la question qu'une variable indépendante qui est le temps. Toute 
expression différentielle peut donc être intégrée, et l'observation de Lagrange semble, par 
conséquent, inutile. J'ajouterai qu'elle est de nature à embarrasser le lecteur, qui doit 
voir plus loin (art. 73) adopter cotte lettre y comme Tune des constantes variables du 
problème. ( /. JJertr^ytd. ) 
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se réduira à la forme 



c 



V — — Y'— ^^, 
^ da da ) dh ' 

et la formule 

djc' dx dy' dy dz' dz 



ôa Oh da dk da dh 

à celte forme semblable 

\ ôa da j dh 

Donc, en retranchant la seconde de ces quantités de la première, et 
observant que 

on aura pour la transformée de la formule dont il s*agit, contenant les 
différences partielles relatives à a et A, 

(^(YX^-^XY^) dx 
da dh 

et il en sera de même en changeant a en & et c, et h en i et k, 

71. Il nous reste à considérer les formules où il n'y a que des dif- 
férences partielles relatives à A, i, k\ de sorte que, comme ces quan- 
tités n'entrent que dans les coefficients a, j3, a^ , . . . , il n'y aura aussi 
que ces coefficients qui deviendront variables. 

Les différentielles de ces coefficients se réduisent à une forme très 
simple, en employant les coefficients analogues y, y» Y» ^^ ^" ayant 
égard aux équations de condition entre ces différents coefficients 
(art. 14). 

En effet, si l'on suppose 

yd(x-\- y 1 doLi -\- y, c^a, == duy 
y c^;3 -h y, t/(3i h- y, d'^^ — d^, 

les trois équations 

ada-\- ai dai -h «j da^ ^= o, 
(3 c^a -+- 3i d(Xi -h P, doCi = dy, 
y d(x-\- yi doLx -h y^ e/a,— diz 
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étant ajoutées ensemble, après avoir multiplié la première par a, la 
deuxième par j3, et la troisième par y» on a 

et si on les multiplie par a^, p,, Yi et par a^, ^j, Y2» qu'on les ajoute 
ensuite, on a pareillement 

d(x^ ■■- (3, dx -h y, dn, 
d(x^ — (3, c^X -+- y» ^^• 

De même les trois équations 

a f/p 4- a» c^p, H- a, d'^^ r : — c^;^, 
(3c/(3 4-(3,e/(3,-H(3,û^?,= o, 
7 c^(3 -h y, e/(3, -f- ■/, c^(3,i= drj 



donneront 



d^ Tir. — a dy-+- y da, 
c^(3, --—ocidx -r- yi c^<x, 
d^^:-—ajdy-i-y^d<T. 



Enfin les trois équations 



a e/y -h «1 e/y, -t a, «/y, -- — ^tt, 
P c^y 4- j3, dy^ -h ;3,e/y, — — c/a, 
y </y 4- yi f/y, : y, c^y, - o 

donneront pareillement 

dy -- - X diz — ^ i/c 
dyi ^-1 - Xidn - ^i c^a, 
dyi -—- — Xfdz — ^1 dfj. 

72. Par le moyen de ces formules, on aura 
et, affectant les quantités a, p, y d'un ou de deux traits, on aura les 

1 i dy àz «ni à'^' à y' âz' ., , »* 

valeurs de ^> ^7; pour avoir celles de -^-^-* ^> -^-^ » il n y aura qu a 
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affecter d'un trait les quantités X et Y. Il en sera de même des diffé- 
rences partielles relatives à i et k, en ne faisant que changer h en i 
et k. 

En faisant ces substitutions et ayant toujours égard aux mêmes équa- 
tions de condition, la formule 

da: dx' dy dy' dz dz' dx' dx dy' dy dz' dz 
dh di dh di Oh di âh ai âh ai ôh ôi 

se réduira à celle-ci 






Il en sera de même des formules semblables, en changeante en i et^'. 
Comme les coefficients a, j3, y» «'. ••• sont fonctions des trois élé- 
ments h, I, k (art. 13 et 14), les trois quantités dy^^ diz, drs que nous 
avons introduites dans les formules précédentes doivent être aussi 
fonctions des mêmes éléments; et si, dans les valeurs de ces trois 
quantités, on substitue les expressions de a, ^, . . . données dans les 
articles cités, on trouve, après quelques réductions fort simples, 

d-^z=.dk -\- cos i dh^ 

é/TT = — cos A: sin £ dh 4- si n A: diy 

c^o- =^ sin A: sin i dh -h cos k di. 

Mais ces quantités ne servent pas seulement à simplifier le calcul; 
elles représentent d'une manière fort simple les variations instantanées 
de la position de l'orbite. En effet, comme le plan des xy^ auquel nous 
avons rapporté l'inclinaison i et la longitude h du nœud, est arbitraire, 
on peut le faire coïncider dans un instant avec celui de l'orbite, en fai- 
sant « = g; on aura alors 

d'^-=^dk -\-dhy dn=^s\nkdi^ da^^ coskdi. 
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Dans ce cas, A -+- A sera Tangle que le grand axe de l'ellipse fait avec 
une ligne fixe; par conséquent, dh -hdi, ou d/f sera la rotation élé- 
mentaire du grand axe de l'orbite sur son plan. 

I/angle élémentaire di sera Tinclinaison comprise entre deux posi- 
tions successives du plan de l'orbite devenue mobile, et l'angle h sera 
la longitude du nœud formé par ces deux positions, comptée sur le 
même plan; de sorte qu'en désignant par df et A' ces deux éléments, 
on aura 

._ diT 

{ii'= \^dT} -h (h^ et lang/i'=:: -j- • 

Ainsi la variation instantanée de la position de l'orbite est déterminée 
par les trois éléments dy^^ drz, dcr, d'une manière indépendante de tout 
plan de projection. 

73. Il est maintenant très facile de trouver les valeurs des autres 
coefficients représentés par les symboles [a. A], [6, A], ...; il n'y a 

qu'à substituer pour XY'— YX', c'est-à-dire pour ^- » sa va- 
leur, qui est égale à D (art. 1 1 ) ou à y^ (art. 15), et pour rfy , rfir, di 
leurs valeurs en A, i, i de l'article précédent; mais, à la place de l'élé- 
ment k, nous retiendrons l'élément jr. (*)» qui exprime l'angle que le 
grand axe de l'orbite parcourt en tournant sur son plan mobile : c'est 
proprement le mouvement de l'aphélie ou du périhélie sur le plan 
même de l'orbite. Nous aurons ainsi 

X ■— ^' H- y CCS « d/t ; 
donc 

k ■= •/ — Tcosi d/t ; 



( 1 ) 11 faut avouer que Tapplication ultérieure des formules de rarticle 64 exigerait 
quelques explications, car ces formules supposaient il exprimé en fonction des constantes 
du mouvement elliptique, et la lettre y n*en est pas une. Cette lettre x ^*^ P&s même 
de sens précis, puisqu'elle n*a été définie que par sa différentielle. Pl)ir, à ce sujet, des 
observations très fondées de M. Binel (Journal de i' École Polytechnique ^ XX VHI* Gabier, 
t. XVII, p. 76). (/. Bertrand.) 
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ensuite 

-^1=1, 3r =— cosA- sine, -^=:sinA:, 

ax oh âi 

dv .... dfT , 

— - =z sinA'sinf, ^-r =cosa*, 

on ai 

4 

et toutes les autres différences partielles seraient nulles, ce qui donne 

dh di di dh ~" 

De là on aura 

[rt,A] — o, [a, ijziro, [a,^] = o, 

[C, /l]=iO, [C, l]=:0, [C, X]~0> 

[A, i]=z— v^g6sini, [^,x]=o> [^x] = o- 

. 74. Ces valeurs, jointes a celles que nous avons déjà trouvées 
(art. 69), donneront enfin 

^dt^A^dc, Çfdt = -li/ïdx, 

àa 2 a' db 2 y 6 ^ 

-—dt^=^ ^ da^ -^rdt:!^ — \/sbs\ni di, 

oc 2 a* dh 

^dt = J^.s\nidh, ^dt = - i/^db; 
ai ^ &/^ 2 y 6 

d*où résultent ces expressions très simples des variations des éléments 
elliptiques 

, 2/7* dil , , la} d^ , 

«rt = — dty de •=. -r— «^f 

Z àc g da ' 

., isfb à^ , . i\fb d^ 

s/g àx ' ^ sji Ôb 

^/j :::; ___ ^/^ ûf £ = — = -rr dt, 

sjgbsxïii ^* v'gôsin/^'' 

75. On aurait des formules un peu moins simples, si, à la place du 
paramètre 6, on voulait conserver l'excentricité e. Alors, à cause de 
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b = a[i — e*), on aurait 

XY'- YX'= ^/^(T^:r^), 

ce qui donnerait 

et les valeurs de ^-rf/, -r-^/, -r-rf/ deviendraient 

ôa de ôx 



àx 2\/a y/i — e» 

d'où l'on tire, en substituant pour da sa valeur donnée ci-dessus, 

de =: T~dl-{ ^^ -r- dl, 

g oa eg de 

e\/ga àx eg de 



^ = — r'^ -Te '''• 
e \Jga "* 

qu'on substituera à la place des valeurs de de, db^ dy^ de l'article pré- 
cédent, les autres valeurs demeurant les mêmes. 

Par ces formules, on peut donc avoir l'efTet des forces perturbatrices 
sur le mouvement d'une planète, en rendant variables les quantités 
qui, sans ces forces, seraient constantes; mais, quoiqu'on puisse, de 
cette manière, déterminer toutes les inégalités dues aux perturbations, 
c'est surtout pour les inégalités qu'on nomme séculaires que les for- 
mules que nous venons de donner sont utiles, parce que ces inégalités, 
étant indépendantes des périodes relatives aux mouvements des pla- 
nètes, affectent essentiellement leurs éléments et y produisent des 
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variations, ou croissantes avec le temps, ou périodiques, mais avec des 
périodes propres et d'une longue durée, 

76. Pour déterminer les variations séculaires, il n'y aura qu'à sub- 
stituer pour [i la partie non périodique de cette fonction, c'est-à-dire 
le premier terme du développement de il en séries du sinus et du cosi- 
nus d'angles dépendants des moyens mouvements de la planète trou- 
blée et des planètes perturbatrices. Car, Ci n'étant fonction que des 
coordonnées elliptiques de ces planètes, lesquelles peuvent toujours, 
du moins tant que les excentricités et les inclinaisons sont peu consi- 
dérables, se réduire en séries du sinus et cosiaus d'angles proportion- 
nels aux anomalies çt aux longitudes moyennes, on pourra aussi 
développer la fonction Q dans une série du même genre, et le premier 
terme sans sinus et cosinus sera le seul qui puisse donner des équa- 
tions séculaires. 

Désignons par (£2) ce premier terme de £2, lequel sera une simple 
fonction des éléments a, />, c, e, A, i de la planète troublée et des élé- 
ments semblables des planètes perturbatrices; il est clair que l'élé- 
ment c qui est joint au temps t ne s'y trouvera pas : ainsi, en sub- 
stituant (û) à la place de û, on aura, pour les variations séculaires, 
les formules 

da^o, de z=z \—^di H ^^ -^ dt, 

g aa eg de 



e\/ga ^L ^V^g« ^^ 

OÙ h = a{i — e^). 



77. L'équation 



da-=^o 



fait voir que le demi grand axe, ou la distance moyenne a, n'est sujette 

à aucune variation séculaire, ce qui n'est qu'un cas particulier du 
XII. i3 
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théorème général que nous avons démontré dans l'article 23 de la 
Section V; car la quantité H de cet article est la même que la quan- 
tité H des articles 3 et suivants de la Section précédente, et l'on voit, 
par l'article 15, que l'on a 

H=--i-. 

la 

Ainsi il faut appliquer à la distance moyenne des planètes les résul- 
tats que nous avons trouvés sur la valeur de la force vive d'un système 
quelconque (Sect. V, § III). 

La variation de produit une altération dans le mouvement moyen; 

car, u = [t — c)i/— , étant l'anomalie moyenne, c'est-k-dire l'angle du 
mouvement moyen compté depuis le périhélie (art. 19), cette anomalie 

sera sujette à une variation exprimée par — i/-^rfc, à cause de ^ = o; 
et si l'on ajoute la variation dy^ du lieu du périhélie dans l'orbite, on 

aura rfy— i/-^efc pour la variation séculaire de la longitude moyenne, 

que nous désignerons par d\. 
On aura ainsi 

V «' y y; da y/g^ ,_^.^/,_ei âe 

à cause de 



I — y/ 1 — éf* = 



e' 



-hv/i-e- 



78. Lorsque l'excentricité e est fort petite, les valeurs de deetdy^ 
ont l'inconvénient d'avoir au dénominateur la quantité très petite e. 
Mais il est fiicilc d'y remédier en substituant à la place de e et / les 
transformées f'siny, ^cosy. 

En effet, si l'on fait 

m ~ e si n y, /i =r: e cos /» 

on aura 

dm =r si n •/ de -h e cos ^ ^X« ^'" = ^os y de — e s\nx dy^; 
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donc, substituant les valeurs de de et r/y , 

a/è = — ^^ — ;=- Éf sin y — ^r h cosy — ^ — - dl, 

esj^a L '^ de ^^ à^ \ 

Or, en regardant (û) comme fonction de e, y, et comme fonction 
de /w, /î, on a 

équation identique qui, par la substitution des valeurs de dm et dn, 
donne ces deux-ci : 

dx àm ^* On ^- 

' — -^ — ' sinyH ^ — ^cosy; 

de dm ^ on ^ 

donc, faisant ces substitutions, on aura les équations 



v/gâ an ^a àm 

qu'on pourra employer à la place de celles qui donnent les valeurs de 
de etdy (art. 75). 

On peut faire des transformations analogues sur les dernières équa- 
tions qui donnent les valeurs de d/i et di. 

Soit, pour cela, 

/? = siiusin//, ^ = sin/cos/l; 
on trouvera par un procédé analogue 

dp ■=! -— Tz — ^ — dt, dq = — rr — r— ^ dt. 

sT^b àq y/p dp 

79. Les forces perturbatrices que l'on considère dans la théorie des 
planètes viennent de l'attraction des autres planètes, et nous donne- 
rons plus bas la valeur de û qui résulte de cette attraction; mais on 
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pourrait aussi regarder comme force perturbatrice la résistance qu'elles 
éprouveraient de la part d'un fluide très subtil, dans lequel on les sup- 
poserait nager. Dans ce cas, en prenant Rpour la résistance, on ferait, 
comme on Ta vu dans Tarticle 8 de la Section II, 

^ r/.r dy ^ dz ^ 

or = -T- 6x -{- -j- or -h -r oz, 
ds ds *^ ds 

le fluide résistant étant supposé en repos. 

Il en résultera ainsi, dans la valeur de Su, les termes (art. 62) 

_^ ^ .^ dx «î.r 4- dy oy -f- dz oz 

— R d/- = — R -j-^ • 

ds 

On suppose ordinairement la résistance proportionnelle au carré de 

la vitesse, laquelle est représentée par^» et à la densité du milieu, 

que nous désignerons par F; ainsi les termes dus à la résistance, dans 
l'expression de Su, seront 

V ds(dx d.r -h dy ày -^ dzoz) 

Pour évaluer la quantité dx^x ->r dyùy -^ dzùz^ il n'y a qu'à em- 
ployer les formules des articles 67 et 70, en observant que la caracté- 
ristique^/ se rapporte au temps/, qui n'entre que dans les valeurs de 
X et Y, et que la caractéristique S doit se rapporter aux constantes 
arbitraires a, b, ... qui entrent dans X et Y et dans les coefficients a, 

p, 0C| , . . . . 

On aura ainsi, en cliangeant // en o dans les expressions de rfa. 



♦ • . • , 



dx — oLd\-^^ d\, dy = oL, d\ -h ;3, dY, dz = a, t/\ -+- P, d\\ 

dx=ioio\ -h? d\ -+- XO a^ 4- y on) -h Y(— a dy^ -h y d^j) 
r= a(a\ - Y ô>J -H ?(oY -f- X dx) 4- y{\di: -h Y oa), 

dy = a,(oX- Yo>J 4- î3,(oY 4- X^yJ 4- y,(Xo^7: 4- YoV), 

àz =z ajCaX - Y o/J 4- (3, (6Y 4- X oyj 4- y,(X ott 4- Y ocr). 
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De là, en ayant égard aux équations de condition entre les coefficients 
a. ?» Y» «1» • •• (art. 14), on aura 

et si l'on y substitue pourX et Y leurs valeurs rcosO, rsin$(art. 13), 
on aura 

^X (5X -H d\S\z=:drèr -h r^d^8<l>, 
\dY---Yd\=zr^d^, 



Donc les termes à ajouter a S£t, à raison de la résistance du milieu, 
seront représentés par 

T\/dr''-hr*d^*(dr dr -h r^d^ S^ -+- r* rf4> ^x) 

■ ■ ■ * ■* « 

dt- 

où il n'y aura plus qu'a substituer pour r et O leurs valeurs en /, don- 
nées par les formules des articles 21, 22, en faisant attention que la 
caractéristique d se rapporte à la variable /, et la 8 aux constantes 
arbitraires. 

CHAPITRE III- 

SCR LB MOUVEMENT D*IN CORPS ATTIRÉ VERS DEUX CENTRES FIXES PAR DES FORCES 
RÉCIPROQUEMENT PROPORTIONNELLES AUX CARRÉS DBS DISTANCES. 

80. Quoique ce problème ne puisse avoir aucune application au sys- 
tème du monde, où tous les centres d'attraction sont en mouvement, il 
est néanmoins assez intéressant du côté analytique pour mériter d'être 
traité en particulier avec quelque détail. 

Supposons qu'un corps isolé soit attiré à la fois vers deux centres 
fixes par des forces proportionnelles à des fonctions quelconques des 
distances. 

Soient, comme dans l'article 4, l'un des centres à l'origine des coor- 
données, et R la force attractive; et, pour l'autre centre, supposons 
que sa position soit déterminée par les coordonnées a, i, c parallèles 
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aux .r, V, z; soient, de plus, Q sa force attractive et q la distance du 
corps à ce centre; il est clair qu'on aura 

c'est rà-djre, en substituant pour x, y, z leurs valeurs en r, '];, o 

(art. 1), 

q =:\V*— îi /•[(acos9 H- /> 81119) cos'| -i-csin'|] -+-/<*, 



en taisant A == y/a'-^ -i- 1/^ -h c^, distance des deux centres. 

Il est clair que la valeur de T sera la même que dans le problème 

(lu Cbapitrc I, mais la valeur de Y se trouvera augmentée du terme 

/ Q^y; et comme Q est fonction de y, et q fonction de r, 9, ^^ ce 

terme donnera, dans les différentielles ^r» v-> --> les termes sui- 

oy 09 or 

vants, savoir Q^?» Q"p' Q^' ^"'*' faudra, par conséquent, ajouter 

respectivement aux premiers membres des équations diflerentielles de 
l'article cité. 

On aura donc, pour le mouvement du corps attiré vers deux centres 
par les forces R et Q, les trois équations suivantes : 

fi'r /•(cos'^e/9«-^e/^j;') , ^ , ,^dq_^ 
d{r^d^) r*sin'j»cos^rf9' r\^9 _ 

^') —dï—-^ dT^ "^^5;];-^' 

r/(/'cos»ij^c^9) ...àq_ 

^'^^ — s? — ■^^^■"''• 

Et si le corps était attiré en même temps vers d'autres centres, il n'y 
aurait qu'à ajouter a ces équations des termes semblables pour chacun 
de ces centres. 

L'équation T h- V = H donnera cette quatrième équation, qui est 
une intégrale des précédentes, 

et il est visible, en effet, que les trois équations précédentes, étant mul- 
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tipliées respectivement par rfr, rfj», rf^, et ajoutées ensemble, donnent 
une équation intégrable, et dont l'intégrale est celle que nous venons 
de présenter. 
On tire de cette équation 

valeur qui, étant substituée dans la première équation multipliée 
par r, la réduit à 

Or, puisque 

on aura, en faisant varier r, 

q -T- = '* — («cosqp-+-6>sin9) cosd» — csmo = /• — = : 

donc, substituant cette valeur de y-j on aura enfin 

— ^vv -+-Rr-H 2 / Ré/z-hQ ^^ ha / i}dq^t^\\. 

Cette équation a l'avantage de ne contenir que les deux variables /• 
et y, et elle indique en même temps qu'il doit y avoir une pareille 
équation entre q et r, en changeant simplement r et y, ainsi que R 
et Q, entre elles; car il est indifférent de rapporter le mouvement du 
* corps à l'un ou k l'autre des deux centres fixes, et il est clair qu'en le 
rapportant au centre de la force Q on trouverait, par une analyse sem- 
blable à la précédente, 

ainsi l'on pourra, par ces deux équations, déterminer directement les 
deux rayons r et q. 
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Je remarque maintenant qu'on peut, sans rien ôter à la généralité, 
supposer les deux coordonnées a et h du centre des forces Q nulles, ce 
qui revient à placer Taxe des coordonnées :; dans la ligne qui joint les 
deux centres. Par cette supposition, on aura c = A, et la quantité q 
deviendra 

y/r* — 2 hr sin 1 -H A* , 

laquelle ne contenant plus f , on aura donc 

Par conséquent, la troisième équation diiïérentiello se réduira à 

d(r^ cos''>];^9) 

dont l'intégrale est 

B étant une constante arbitraire; d'où Ton tire 

do M 



Mais on a 



donc 



dt r^cos^'^ 



,1 -H /4I _ yî 

^ àhr 



COS'ii— ^ ^— '—^\ 

^ ilir 



par conséquent, en substituant cette valeur, on aura 

d^ __ 4B/i» . 



«\*' 



de sorte que, connaissant r et q en /, on aura aussi 9 en /. 

Or, puisque sin'| et -:- sont déjà données en ret y, il est clair qu'on 

peut réduire la quatrième équation à ne contenir que r et y, et alors 
elle sera nécessairement, a raison de la constante arbitraire B, une 
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intégrale complète des deux équations ci-dessus en r et q. En effet, 
on aura 

ajoutant dr^^ et réduisant, il viendra 



/•« 



^.M ^ ^rî - /. y' /•' ^z' 4- /•- q^ dq*' - ( r' -i- y' - /i' ) ry (//' r/y 



De plus, on aura 

df" ~ ^h^r'—{r--^-/i^- q^y'' 

donc, faisant ces substitutions dans la quatrième équation et ôtant le 
dénominateur, on aura cette intégrale 

Iq^ r* dr^ -h r' 7' r/7' — ( /' -i- 7* — A' ) rq dr dq 
+ [4/«V'— (r«+ /*•— 7»)»] ( TRe//' -h /'Q ^7 — 2H) 1= o. 

Et il est facile de voir maintenant, d'après la forme de cette équation, 
qu'elle résulte des deux équations en r et y, multipliées respectivement 
par 

ajoutées ensemble et intégrées ensuite; mais il aurait été assez difficile 
de découvrir cette intégrale a priori, 

81. Pour achever la solution, il faut avoir encore une autre intégrale 
des mêmes équations; mais on ne saurait y parvenir que pour des 
valeurs particulières de R et Q. 

Si l'on suppose, ce qui est le cas de la nature, 

on trouve alors que ces équations, multipliées l'une par d[q^), et l'autre 
XII. i4 
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par rf(r^), donnent une somme intégrable et dont l'intégrale est 

(] étant une nouvelle constante arbitraire. 

Cette équation, étant multipliée par H -+- 7^ — h^ et ajoutée à l'inté- 
grale (a) trouvée précédemment, donne, dans l'hypothèse présente, 
une réduite de la forme 

(C) < 2^/» ^ ^ / r/\ T 

Et la même équation, étant multipliée par 2rq et ensuite ajoutée à 
celle-ci, ou retranchée, donnera cette double équation 

de sorte qu'en faisant r -h q = s, r — q = u, on aura ces deux-ci 

i ^''^edl''^'' ~ (a + ?)s'-h h^oL 4- P)s =^ 11(5^- A*) -+- C5«- (B»-+- C)A», 
(c) ' . ' , , 

d'où l'on tire d'abord cette équation, où les variables sont séparées, 

(h 



V^H5^-h (a -h (3)5=» -^ C5*— h\<x -+- 13)5 — HA*— (B«-h C)A* 
~ v/H//*4-(a-^)w=»4-Cw*-A*(a-;3;//-U/i*— (B*-r-C)A* ' 

ensuite 

5' c/v 



4 v^H.ç* -h (a -f- ;3)5-^ -h Cs* — /i*(a -+- (3).ç — H/i* - (B*-h C)A« 

ir nu 
4 v/U//'-H(a — (3)a»-+-Cw«— A*(a — ?)//— HA*— (B*4-C)/i« 
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Les mêmes substitutions étant employées dans l'expression do ~ trou- 
vée ci-dessus, on aura 



r/9 



4 B/i« _ 4B/t' / ' 1 \ 



et, substituant la valeur de di. 



B /i* ds 



, (.çï — /r»)^H5*-h(a-+-(3)5^-HC52 — //*(a-f-(3).v — HA*— (B'-f-C)/«* 

^ ' B/i»^// ^ 

( w*— A*) v/H«*4-(a — (3)w*-f-Ca«— //«(a — ;3)£/ — U/i*— (B'-f-C)/?* ' 

Si Ton pouvait intégrer chacune de ces différentielles, on aurait d'a- 
bord une équation entre s et //, ensuite on aurait / et ç en fonction 
de s et u; donc on aurait y et, de là, / et ç en fonction de r; et comme 

sind» =1:^ ; ^> 

on aurait aussi ^ en r. Mais ces différentielles se rapportant a la recti- 
fication des sections coniques, on ne saurait les intégrer que par ap- 
proximation, et la meilleure méthode pour cela me paraît celle que 
j'ai donnée ailleurs (') pour l'intégration de toutes les différentielles 
qui renferment un radical carré où la variable monte h la quatrième 
dimension sous le signe. 



82. Si, outre les deux forces -;j et ^ qui atlirent le corps vers les 



deux centres fixes, il y avait une troisième force proportionnelle k la 
distance, qui l'attirât vers le point placé au milieu de la ligne qui joint 
les deux centres, il est visible que cette force pourrait se décomposer 
en deux tendantes aux mêmes points, et proportionnelles aussi aux 



(*) Fbir lo quatrième Volume (les anciens Mémoires de Turin («). 

( Note de Lagrange. ) 

(•j OEiwres de ÊMgrangCj l. II, p. as.l. G. D. 
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distances. Dans ce cas donc, on aurait 

el Ton trouverait que Tinlégrale (/>) aurait aussi lieu dans ce cas; seu- 
lement, il faudrait ajouter à son premier membre les termes 

ensuite il y aurait à ajouter au premier membre de Inéquation {c) les 
termes 

Z[r«-+-7*-r i5/'7»rr» r-7*) — A*(r*-f-7^-T-6r»7*)] 

et, par conséquent, au premier membre de l'équation (d) les termes 

•4 

de sorte qu'il n'y aura qu'a augmenter les polynômes en s eiu sous le 
signe, dans les équations (e), (/), {g), des termes respectifs 

— *^(5«— /«*5*) et — ^ (//«--/!*//*); 

ce qui ne rend guère la solution plus compliquée. 

83. Quoiqu'il soit impossible d'intégrer en général l'équation trou- 
vée (/) entre s et u, et d'avoir, par conséquent, une relation finie entre 
ces deux variables, on peut néanmoins en avoir deux intégrales parti- 
culières représentées par s — const. et u = const. 

En effet, si l'on représente en général cette équation par 

r/.ç du 

il est clair qu'elle aura aussi lieu en faisant ds ou du nuls, pourvu que 
les dénominateurs V S ou v^L- soient aussi nuls en même temps, et du 
même ordre. 
Pour déterminer les conditions nécessaires dans ce cas, on fera 

5 — /-f-O), 
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/étant une constante, et w une quantité infiniment petite, et dési- 
gnant par F ce que devient S lorsqu'on change s en/, le membre -^ 

v^s 

deviendra 



v^ 






+ -7^ W -i -nr. W' 



il faudra donc, pour qu'il y ait le même nombre de dimensions de w 
en haut et en bas, que l'on ait 

\ —Q et -7j =0; 

alors, à cause de co infiniment petit, la différentielle dont il s'agit se 
réduira k 



0) 



dont l'intégrale est 



SJ -idp 



I , w 



/ drV 



tétant une constante arbitraire. Si donc on faitco = o, et qu'on prenne 
en même temps aussi A = 0, la valeur de log~ deviendra indéterminée, 
et l'équation pourra toujours subsister, quelque valeur que puisse 

— • Or on sait, et il est visible par soi-même, 

que 

r ~o et -7- rro 

sont les conditions qui rendent / une racine double de l'équation 
F = o. D'où ( ' ) il suit, en général, que, si le polynôme S a une ou plu- 



(') Dans sa Thèso présontéo à la Faculté des Sciences de Paris, M. Serret a signalé la 
démonsiration précédente comme peu rigoureuse; il semble incontestable, en effet, que 
quelques développements sont nécessaires pour la rendre entièrement satisfaisante. {Foir 
une Note à la fin du Volume.) (/. Bertrand. ) 
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sieurs racines doubles, chacune de ces racines fournira une valeur par- 
ticulière de s; il en sei*a de même pour le polynôme U. 

Maintenant il est clair que Téquation 5 =/ ou r -h y =/ représente 
une ellipse dont les deux foyers sont aux deux centres des rayons r 
et 7, et dont le grand axe est égal à/. De même» l'équation u = g ou 
r — q = g représente une hyperbole dont les foyers sont aux mêmes 
centres, et dont le premier axe est g. 

Ainsi les solutions particulières dont nous venons de parler donnent 
des ellipses ou des hyperboles décrites autour des centres des forces 

-^> ^ pris pour foyers. Et comme les polynômes S et U contiennent les 

trois constantes arbitraires A, B, C, dépendant de la direction et de la 
vitesse initiales du corps, il est visible qu'on pourra toujours prendre 
ces éléments tels que le corps décrive une ellipse ou une hyperbole 
donnée autour des foyers donnés. Ainsi la même section conique qui 
peut être décrite en vertu d'une force tendante à l'un des foyers et 
agissant en raison inverse des carrés des distances, ou tendante au 
centre et agissant en raison directe des distances, peut l'être encore en 
vertu de trois forces pareilles tendantes aux deux foyers et au centre, 
ce qui est très remarquable (* j. 

84. S'il n'y avait qu'un seul centre vers lequel le corps fût attiré 

par la force — > on aurait le cas de l'orbite elliptique que nous avons 

résolu dans le Chapitre I. Dans ce cas, on aurait ^ = o, y = o, et les 
deux polynômes S et U deviendraient semblables et ne passeraient pas 
le quatrième degré; les équations (/), {g), (A) de l'article 81 seraient 
alors intégrables par les méthodes connues, et le mouvement du corps 
serait déterminé par des formules en s et u, c'est-k-dire par les distances 
aux deux centres, dont l'un, celui dont l'attraction est nulle, pourrait 
être placé où l'on voudrait : ces formules ne seraient donc que de pure 
curiosité; mais il y a un cas où elles se simplifient et donnent un ré- 

(*) M. Ossian Bonnet a donné {Journal de M. Lioiwille, t. IX, p. io5) une raison 1res 
simple de ce fait qui est susceptible d'une généralisation intéressante. ( foir une Note à la 
fin du Volume.) (V. Bertrand.) 



SECONDE PARTIE. - SECTION VII. lil 

sultat remarquable, c'est celui où le centre d'attraction nulle est placé 
sur le périmètre de l'ellipse. 

Pour obtenir ce cas, on déterminera les constantes B et C de manière 
que, le rayon q étant nul, l'autre rayon r soit égal à A, distance entre 
les deux autres; par conséquent, il faudra que les variables s = r-hq 
Qiu z=z r — q deviennent à la fois égales à h. Les équations {e) de l'ar- 
ticle 81 sont très propres à cette détermination. 

Faisant s = u = h, la première de ces équations donne 

BV/*=o; 

ensuite, la différence de ces équations étant divisée par 5 — u, si Ton 
y fait .V = M = A, on a, à cause de ^ = 0, 

d'où l'on tire 

C = -a/i-2HA«. 

Par les substitutions de ces valeurs, le polynôme 

devient 

ce qui se réduit à la forme 

H (5 4- hy {s - hy-\-<x{s -+. /i) (5 — hy; 

il en sera de même du polynôme en u. 
Or, par l'article 15, on a, dans ce cas, 

(x — s et H= —y 

a étant le demi grand axe de l'ellipse; donc les équations (/) et [g) 
deviendront 

ds du 



(5 - A) y^/g(5 4-/0-^(5-^/0* («-/Oy/g('^4-/0-~:('^-+-^y 



dt- 



s^ ds //* du 



4(*-/0i/4(« + /«)-^(«-^>ir /i(«-A)Y/g(« + /0-^(«+/i)' 
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et si (le celte deriiicTe on retranche la première» multipliée par A', et 
qirrnsiiite on divise les numérateurs et les dénominateurs respective- 
ment par s - /*, u — A, on aura 

(s -h h ) dx (u -k- h) du 



dt . — 



:z^» 



expression qui a Tavantagede ne contenir d'autre élément que le grand 
axe 2a. 

85. Si Ton fait 

%.' I 4» 



\r-Ta 



rintégrale étant prise de manière qu^elle commence lorsque ^ a une 
valeur quelconque donnée, et qu'on remette pour s et u leurs valeurs 
V -f- y»/' — 7» on aura, en intégrant, 

oii Ton voit que / = o lorsque y = o, de quelque manière que l'inté- 
grale soit prise. 

Or, puisque p est le rayon vecteur qui part du foyer, q est le rayon 
qui part de l'autre centre, qui est pris dans un point de l'ellipse, et 
dont la distance au foyer est h : il est clair que h et p seront deux 
rayons vecteurs, et que q sera la corde de l'arc intercepté entre ces 
deux rayons; par conséquent, l'expression précédente de / sera le 
temps employé par le mobile à décrire cet arc dans l'ellipse, lequel 
sera donné ainsi par la somme des rayons vecteurs h-\-p, par la corde q 
et par le grand axe aa. 

I/intégrale que nous avons désignée par fonction /{z) dépend des 
arcs de cercle ou des logarithmes, suivant que a est positif ou négatif; 
mais, lorsque l'axe 2 a est très grand, cette fonction se réduit à une 
série très convergente : on a alors 



s -, 



* 5.2(t /|.7.4rt* 
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Le premier terme donne l'expression du temps dans la parabole, et 
Ton a 

laquelle coïncide avec celle que nous avons trouvée dans l'article 25. 
Le reste de la série donne la différence des temps employés à parcourir 
un arc de parabole et un arc d'ellipse ou d'hyperbole ayant la même 
corde u et la même somme s des rayons vecteurs. 

Cette belle propriété du mouvement dans les sections coniques a été 
trouvée par Lambert (*), qui en a donné une démonstration ingénieuse 
dans son Trailé intitulé : Insigniores orbitœ cometarum proprietat^s. 
Voir aussi les Mémoires de V Académie de Berlin pour l'année 1778 (^). 

Le problème que nous venons de résoudre l'a été d'abord par Euler, 
dans le cas où il n'y a que deux centres fixes qui attirent en raison 
mverse des carrés des distances, et où le corps se meut dans un plan 
passant par les deux centres [Mémoires de Berlin de Ï7G0); sa solution 
est surtout remarquable par l'art avec lequel il a su employer diffé- 
rentes substitutions, pour ramener au premier ordre et aux quadratures 
des équations différentielles qui, par leur complication, se refusaient à 
toutes les méthodes connues. 

En donnant une autre forme à ces équations, je suis parvenu direc- 
tement aux mêmes résultats, et j'ai même pu les étendre au cas où la 
courbe n'est pas dans un même plan, et où il y a, de plus, une force 
proportionnelle à la distance et tendante à un centre fixe placé au 
milieu des deux autres centres. Voir le quatrième Volume des anciens 
Mémoires de Turin {^) d'où l'analyse précédente est tirée, et dans lequel 
on trouvera aussi l'examen du cas où l'un des centres s'éloignant à 



( » ) Voir la note de la page 3o. 

(*) OEuvrex de Lagratige, t. IV, p. 559. Le Mémoire auquel Lagrange fait allusion est 
intitulé Sur une manière particulière d'exprimer le temps dans les sections coniques dé- 
crites' par des forces tendtwtes au foyer et réciproquement proportionnelles aux carrés 
des distances. Lagrange y indique différentes manières do démontrer le thécfrème d'Eulor 
et de Lambert. G. D. 

(') OEuvres de Lagrange^ t. Il, p. 67. Le Mémoire est intitulé Recherches sur le mou- 
vement d'un corps qui est attiré par deur centres fixes. G. D. 

XIL i5 
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rinfini, la force tendante h ce centre deviendrait uniforme et agirait 
suivant des lignes parallèles : et il est remarquable que» dans ce cas, la 
solution ne se simplifie guère ; seulement les radicaux qui forment les 
dénominateurs des équations séparées, au lieu de contenir les qua- 
trièmes puissances des variables, ne contiennent que les troisièmes, 
requi fiiit également dépendre leur intégration de la rectification des 
sections coniques. 

CHAPITRE IV. 

DU MOUVEMENT DE DEUX OU l*USIEtRS CORPS LIBRES QUI S*ATTIRB>'T HUTUBLLEHENT, 
KT EN PARTICULIER DU MOUVEMENT DES PLANÈTES AUTOUR DU SOLEIL, BT DBS VARIATIONS 
SÉCULAIRES DE LEURS ÉLÉMENTS. 

86. Lorsque plusieurs corps s'attirent réciproquement avec des 
forces proportionnelles aux masses et à des fonctions des distances, 
on a, pour leurs mouvements, les formules générales des articles 1 
et 2, en prenant les corps mêmes pour les centres d'attraction. 

Soient m, m', m", ... les niasses des corps, x, y, -, x\ y\ z\ Jr^ 
y\ z'\ ... leurs coordonnées rectangles rapportées à des axes fixes 
dans Tespace; la quantité T sera, comme dans l'article 1, 

•2 dt* 2 dt* 3 a/' 

Soient p\ p", p", ... les distances des corps m', m", m'*, ... au 
corps m, et R', R", R", ... les fonctions de ces distances auxquelles 
les attractions entre ces corps sont proportionnelles. 

Soient aussi p]', p'\ ... les distances des corps m"*, m'", ... au 
corps m', et R', R"' les fonctions de ces distances proportionnelles aux 
attractions. 

Soient de même pj, p'\ ... les distances des corps nr, m*\ ... au 
corps m ', et R"', IV\ . . . les fonctions de ces distances proportionnelles 
aux attractions; et ainsi de suite. 
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On aura 



p' 


V/(x'- 


-^ )* + (/' - 




+ ^-'- 


= )* 


p' 


v'V- 


.r)«-H(j'- 


- y Y 


-(-"- 


= )' 














p: 


._V/(X'- 


-r')'+(j"- 


-/)* 


+ (5"- 


= ')' 




v/(x'- 


• ^' )'-+-( j'- 


-/)• 


+ (--'- 


• • • « 



et la quantité V (art. 2) sera 



y^-\- 



m (m'/R'rfp' 
m^dn^Rre/p: 



m' 



m' 



7'r:^p: 






w 



...) 



...) 



Or, quelles que soient les coordonnées indépendantes qu'on voudra 
adopter, on aura toujours, par rapport à chacune d'elles, comme ^, une 
équation de la forme canonique 



Ce ^ .^ ~ ^v i~ ~> « — O» 



oV^ 



0; 



Oc 



Et comme, dans le système que nous considérons, il n'y a aucun point 
fixe, on pourra prendre l'origine des coordonnées partout où l'on 
voudra, et l'on aura toujours, comme on l'a vu dans la Section III, 
les trois intégrales finies relatives au centre de gravité, ainsi que les 
trois intégrales du premier ordre relatives aux aires, et enfin l'inté- 
grale des forces vives T -f- V = H. 

On aura de cette manière le mouvement absolu des corps dans l'es- 
pace; mais, comme la solution de ce problème n'est importante qu'à 
l'égard des planètes, et qu'il n'y a que leurs mouvements relatifs par 
rapport au Soleil, regardé comme immobile, qui intéressent l'Astro- 
nomie, il nous reste à voir comment on peut transporter aux mouve- 
ments relatifs l'équation générale des mouvements absolus des corps 
du svstème. 
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s^ I. — Equations générales [H)ur U* rnouvernenl relatif des corps 

qui s attirent mutuellement, 

87. Supposons qu*on demande les mouvements relatifs des corps m', 
m", . . . par rapport au corps m; désignons par $', t]', X! les coordonnées 
rectangles du corps m', rapporté au corps m, en prenant ce dernier 
corps pour l'origine des coordonnées; soient de même ^\ rj", î^" les 
coordonnées rectangles du corps m" par rapport au même corps m, et 
ainsi de suite; la question consistera à trouver une formule générale 
qui ne contienne que ces coordonnées. 

Il est d'ahord évident qu'on aura 

x' = j: 4- ^', y' --- y -h yj', 5' ^ r -a- C, 



p' = V';'» -+- r/M- es 



p'z^^';^*4-r/*+r^ 





-VXI'- 


;')'4-(r/- 


r/ 


)'+(r- 


os 


P. 


v'(r- 


■VY+W- 


r/ 


)*-t-(r- 


■C')', 














P- 

■ • 


v^r- 


;')'-H(r,«- 


■ïl" 

• • 


')•+(:"- 


• 



et la quantité T deviendra 
T— (m H- m'H-m'-f-.. .) -r-i 

A dl^ 1 dl^ 

Comme les variables a:, v, z, après ces substitutions, n'entrent plus 
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dans la quantité V, et que ces variables n'entrent point dans T sous 
la forme finie, on aura, relativement à ces mêmes variables, les équa- 
tions 

, ÔT ^ ST , âT 

daj? 6dy odz 

ce qui donne 

odx-"^' ody-^' àTz-^'' 

a, p, Y étant des constantes arbitraires. 
Ainsi, on aura les trois équations 

(m -+- m'-+- m'^-f-. . .)-77 -+- ïïi T77 -H m'-?- -+-... = «, 

at at dt 

(m 4- m' -h m'' H-...) ^ "^ "^ "^ ~dr "^ •• = ?' 

^dz ,dx: ,dx: 

dt dt dt ' 

les quantités a, p, y étant des constantes. 

Si maintenant on substitue dans l'expression précédente de T les 

valeurs d^ ^' ^' ^ tirées de ces équations, et qu'on fasse, pour 

abréger, 

X =3 m'i' 4- m";'' 4- m'^l"' 4- . . . , 

Y = m'Yî' 4- mV/ -h m'^Yî "'-+-..., 
Z = inT 4- mT -^ m'I" 4-. . ., 
M =r m 4- m' 4- m" 4- m'^ 4- . . . , 
on aura 

T = 



_ a^H- (3«4-y' ^X*4-c^Y'4-^' 



2M lyidt* 

, dl'^ 4- dn'^ 4- ^'* , rfl'^* 4- dn"^ 4- fl^Ç''* 

m' — — ' — -r-^ +■ m'' — -T-L h 

2 dt^ 2 dt^ 

88. Les variables 5', f\\ C» 5"» • . - étant indépendantes, et la quan- 
tité T ne contenant point ces variables sous la forme finie, on aura 



• • • • 
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tout de suite, par rapport à chacune d'elles, les équations 

\di^' Me/^v"*"<^r "'^' 

fd}f: d^\\ ^_ 

V di^ Mdt*)'^ ân'~~^' 

f d'V _ d^Z \ fj|V _ 
\di' ' Mdf*)'^ (K "''* 

Si l'on ajoute ensemble les premières équations relatives aux va- 
riables ^', $", . . . , on a 





en\\ ù\ 


— O, 


m' 






L_ O, 


m" 




ma â .* 1 * >M/ 


— o. 


m" 



• t • 9 



• • • • 



M ^/*\ ô\ ()\' 



m di* âl' ô'i 



A"-! ~*~ A-9 -r- • ' • — o» 



ce qui donne 



d*\ 
di^ 



__m/rn; d\ \ 



et Ton trouvera de même, par l'addition des deuxièmes équations et 
par celle des troisièmes. 



d'Y 
dt^ 

d}Z 
dt^ 






valeurs qu'on pourra substituer dans les équations précédentes. 

On aura ainsi, pour le mouvement du corps m' autour de m, les trois 

équations 

m;/f}V cJV 

,d'r/ ÔV m'/àV âV \ 

r^--^57/-^mijv^.hr-*--j^^' 






"^ dt' 



m 



dt- ô 






et Ton aura de pareilles équations pour le mouvement des corps m', 
m ', ... autour du corps m, en changeant seulement entre elles les 
quantités affectées de deux traits, ou de trois, etc. 



SECONDE PARTIE. - SECTION VII. 119 

Il n'y aura donc qu'à substituer la valeur de V et prendre ses diffé- 
rences partielles relatives aux différentes variables; mais cette substi- 
tution peut se simplifier par la considération suivante. 

89. Dénotons par U la somme de tous les termes de la quantité V 
qui contiennent les distances p]', p|", . . ., pj, . . ., et remarquons que les 
expressions de ces distances sont telles, qu'elles demeurent les mêmes 
en augmentant les coordonnées $', Ç", l'\ ... qui y entrent d'une même 
quantité quelconque; d'où il suit qu'en faisant varier ces mêmes coor- 
données d'une même quantité infiniment petite, la variation de U sera 
nulle, ce qui donnera l'équation 

ç)U ^ ^ _ 

On trouvera de la même manière, parce que la même propriété a lieu 
par rapport aux coordonnées yj', yj", r\'\ ... et aux coordonnées Xj, X,", 

s » • • • » 



(){} ()ll ô\} 



Or/ ' an' ' ârr 
dV dV dU 



â^' ôK' ' ôK" 



-\- . . .^=LOf 



H-, . .=: O. 



Donc, puisque 



V = m(m' f'R'dp'-hxn' J'R'dp'-^-...) i- U, 

p'ne contenant que l\ yj', ^'; p" ne contenant que ^'', yj", C. et ainsi de 
suite, la première équation deviendra par ces substitutions, en la divi- 
sant par m'. 

Or, dans la quantité U, il n'y a que les termes qui contiennent p", 
p]", ... qui dépendent des variables ?', y)', ÎI'(art. 86); ainsi Ton peut 
réduire la valeur de U k 

U = m'ixn" fl\: dp: -h in\f K dp"; -^.. .); 
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substituant la valeur de -jt-, dans l'équation précédente, elle deviendra 



^^^ 



( 



ôd à:! ' Oz 






-h m'ir ^ 4- nrR" ^ -h. . . = o, 



et Ton aura de la même manière 



(m -h ni')R'-r^ -h n/R, -^ -+- m^^R, — 



(It^ ' ' Or/ ' àr/ ' (h/ 

-r- n/R^-rHï -+-m''R'^ V- -+-. .. = o, 
ofï (rrt 



^ + (m + m')R' % -t- m^R; % -^ m^R; 






90. On peut ramener ces équations à la forme générale, qui a 
l'avantage de s'appliquer également à des coordonnées quelconques. 

Si Ton multiplie la première par o^\ la deuxième par Sr/, la troi- 
sième par 5s'. et qu'on les ajoute ensemble, on aura d'abord la partie 
différentielle 

laquelle, en transformant les coordonnées Ç', r/, ÎJ' en d'autres coor- 
données indépendantes Ç, t^. 9. donnera pour les termes multipliés 
par 8^ la formule (Sect. IV, art. 7) 

en faisant 



T- 



•2 (W 



A l'égard des termes qui contiennent les forces R', R" il est 

facile de voir qu'en changeant la caractéristique S en d, tous ces termes 
sont intégrables par rapport aux variables \\ t]', XJ\ l'intégrale con- 
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tiendra d'abord les termes 

(m + m')fR'df>'+ m'fKdp: + m'fRyp:-^.. .; 

ensuite elle contiendra les termes 



Or on a 



et comme 



on aura 



et de même 



(m^R'|;-i-m-K-^^-4....)r 
(m'R'^-^m'^R-^^-^...).' 
(m'R^|,'H-m-^R*|-^+...)ç'. 



d^'^p"' àri'''~p''' dV/' 

p:« = (r- l'Y-^ {ri^- •n')«H- (r- r )«, 



et ainsi des autres expressions semblables. Donc, nommant V Tinté- 
grale totale, on aura 

\'=: (m 4- m')fWdp'-h m'/ll^df^-h m" fR^p^-h, . . 

4- in" R" P ^P ^ P- -f- m-' R'' ^ ^ , ^' H- . . . . 

x\insi, après la transformation des coordonnées, les termes multi- 
pliés par 8^ se réduiront à -^S$; et, comme on suppose les nouvelles 

coordonnées ^, ^, <p indépendantes, chacune d'elles, comme ^, don- 
nera une équation de la forme 

, dT dT d\' 
XII. i6 
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91. S'il n'y a que deux corps, m et m', l'expression de V devient 

V'=(m-i-m')/R'^p'; 

ainsi les valeurs de T et de V sont les mêmes que pour un corps attiré 

vers un centre fixe avec une force (m -h m')R' proportionnelle à une 

fonction de la distance p' (art. 4). Donc le mouvement relatif du corps 

m' autour du corps m sera le même que si celui-ci était fixe et que la 

masse attirante fût la somme des deux masses, ce qui est connu depuis 

Newton. 

Lorsque la masse m du corps autour duquel les autres sont censés 

se mouvoir est beaucoup plus grande que la somme des masses m\ 

m', ...» ce qui est le cas du Soleil par rapport aux planètes, on a, à 

très peu près, 

V=(m-+-m') /'R'rfp'. 

Le mouvement du corps m' autour du corps m sera donc, dans ce cas, 
à très peu près le même que si celui-ci était fixe et que la somme des 
masses m 4- m' y fût réunie; et en regardant les autres forces m^R", 
m"R', ... comme des forces perturbatrices, on pourra employer la 
théorie de la variation des constantes arbitraires pour déterminer 
l'effet de ces forces : il ne s'agira que de prendre, conformément à l'ar- 
ticle 9 de la Section V, — û égale à la somme de tous les autres termes 
de la valeur de V donnée ci-dessus. On fera ainsi, en accentuant la 
lettre Q pour la rapporter à la planète m', 

i2'= - m' f r; rff/ - m'"f r;" 4: - . . . 

^ xn' R" ^-—-^ — ^ ni^R^ P ^ ^ P' 4-..., 

et l'on aura, par les formules générales de l'article 14 de la même Sec- 
tion, les variations des éléments du mouvement du corps m' autour du 
corps m regardé comme fixe. 
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§11. — Formules générales pour les variations séculaires des éléments 

des orbites des planètes autour du Soleil. 

92. Pour appliquer ces formules au mouvement des planètes autour 
du Soleil, on prendra la masse m pour celle du Soleil, la masse m' 
pour celle de la planète dont on cherche les perturbations, et les 
masses m'', m'", . . . pour les masses des planètes perturbatrices, et Ton 
fera 

P- P' P/ 

On substituera ensuite dans la fonction Q', au lieu des coordonnées ^\ 
V» î^'; 5'% ^"» ... de ces différents corps autour de m, leurs valeurs ex- 
primées en fonction de /, conformément aux formules que nous avons 
données dans le Chapitre I"*" pour les expressions des coordonnées x, 

y, s, en y faisant 

g = m -I- m', 

ou simplement g , pour le rapporter au corps m', et l'on aura, par les 
articles 69 et suivants, les variations des six éléments de Torbite de la 
planète autour du Soleil. 

Nous nous contenterons ici de chercher les variations séculaires de 
ces éléments qui sont les plus importantes, et qui ne dépendent que 
du premier terme tout constant du développement de il. 

L'expression de û' deviendra 

\P, '^P' J \P, ^P ' ) 

93. Commençons par développer la quantité 



p:= v^ce- ^')'H- (Tî^- •n')'+ (r- ç')^ 

on y mettra d'abord pour $, yj, ^ les expressions de a?, j, z de l'ar- 
ticle 13, en marquant par un trait, ou par deux, les quantités qui se 
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rapportent aux masses m', m". On aura 

p;«i=p'«-f- p'«_ 2py(a' cos<>'-4- (3' sin<>') (a^ cos<>'-h (3' sîn<>') 

— 2py(ût', cos<^'-f- ?; sin<>') («•; cos<>'-4- p; sin<>') 

— 2p'p'(a; cos<^'-h (3; sin<^') (a; cos<^'-h (3; sin<>'). 

Si Ton fait les multiplications» qu'on développe les produits des 
sinus et cosinus et qu'on fasse, pour abréger, 

4 I m , t If , t n 

A = Oi' OL -\- OL^ aj -^ OL^OL^^ 

B zzra'|3'-ha;p; + a;(3;, 

A,=a-'P'+a;|3;4-a;p;, 
B,z.i3'i3^+13;{3;-^13;i3;, 

on aura 

p^'^p'^-f-p'»— (A -i-Bj)pVcos(<>'— ^) — (A — Bi)py cos (<>'-+- 4r) 

— (Ai-B )pysin(<>'-<>«') — (Ai-+-B )p'p' sin (<>'-+- ^). 

Les quantités a', P', a',, ... sont fonctions des éléments h\ i\ k' de Tor- 
hite de la planète m', donnée par les formules de l'article 13, en mar- 
quant toutes les lettres d'un trait, et les quantités a", P", a",, ... sont 
fonctions semblables des éléments A", i*, k' de l'orbite de la planète m", 
en marquant les lettres de deux traits : ainsi les quantités Â, B, A,, 
B, sont fonctions de ces mêmes éléments; mais, par la considération 
suivante, on peut voir ce qu'elles expriment. 

94. Les coordonnées primitives rapportées à un plan donné étant 
r, j, :;, pour les transformer dans les coordonnées x\ y\ z* rappor- 
tées au plan de l'orbite de m', on a, par les formules générales de l'ar- 
ticle 14, 

x:=z(x! J7'-+- [3' y-ir y z\ 

5=a>'H-{3;/-4-y;5', 

où les coefficients a', P', ... dépendent des constantes h\ {', k qui 
déterminent la position des nouveaux axes par rapport aux primitifs, 
l étant l'inclinaison des deux plans. 
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De même, si Ton voulait transformer les mêmes coordonnées dans 
les coordonnées x"^ y\ s" rapportées au plan de Torbite de m", on 
aurait 

r =«>'-+- (3;/+ y; -% 

OÙ les coefficients a*, P", . . . seraient des fonctions semblables des con- 
stantes A", i\ k* qui déterminent la position de ce nouveau plan par 
rapport au même plan primitif, et où i" serait Tinclinaison de ces 
plans. 
Si Ton compare maintenant ces expressions, on aura 



a' 


x'+ 


?' 


y+ 


y'z' 


«' 


x'-¥ 


?' 


y' 


-h 


y'z\ 


«1 


x'^ 


?>\ 


y'+ 


y>' 


«'. 


x'-h 


p; 


y' 


->r 


y\ ^% 


«1 


x'+ 


p; 


,/+ 


i,-J- 




x'-+- 


p; 


y' 


-t- 


/;='• 



Comme les coefficients a', P', y'; a,, ... sont assujettis aux mêmes 
équations de condition que les coefficients a, p, y; a,, ... de l'article 14, 
si Ton ajoute ensemble les trois équations précédentes, après les avoir 
multipliées respectivement par a', a,, a!,, par ^\ ^\, ^\ et par y', y,, 
y^, on aura, en vertu de ces équations, 

x'=. A x'-^- B y-+- C z% > 

/=A,x'+B,y-+-C,A 

V=:A,ar'-4-B,7'-f-C,z% 

en faisant, pour abréger. 



A 


a'a'-t- a,«, + «, «,, 


B 


-a'i3'-+-«',p; + «',p;, 


C 


_«'y'H-a,y, + «,y,; 


A. 


-p'«'+(3',«; + (3;«;. 


B, 


(3'(3'+(3'.K + P'.(3;, 


C. 


-P'Z+P'./. + P'.y;; 


A, 


— y'a'H-y.st", -<-y,«,, 


B. 


/P'+7'.p;+y;p;. 


C, 


— y'y'+y,y, H-y,y,. 
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Il est évident que, par ces formules, les coordonnées x\ y, z' sont 
transformées dans les coordonnées af\ y\ z"\ ainsi les coefficients A, 
B, C; A|, B|, .. . seront exprimés d'une manière semblable aux coeffi- 
cients analogues a', P', y'; a',, P',, ..., et, prenant les constantes H, I, 
K, à la place des h\ i\ k\ on aura, par les formules générales de Par- 

ticio 13, 

A ==:-hcosKcosII — sinlIsinKcosI, 

H r=— sinKcosII — sinlIcosKcosI, 

C = sinllsinl; 

A, = -+- cosKsinlI-i- sin K cosllcosl, 

B, = — sinK sinll -hcosK cosH cosl, 

C, = — cosH sini; 

As= sinK sinI, 
B,= cosKsinI, 
C, = cosl. 

La constante f représentera Tangle d'inclinaison des deux plans où 
sont placées les orbites des planètes m' et m"; et nous la désignerons 
par r, pour indiquer qu'elle se rapporte aux orbites de m' et m''; et si, 
dans l'expression de Ca en y', y"", y',» •••• on substitue les valeurs de 
c(»s coefficients en h\ k\ i\ IC , k\ i" (art. 13), on a 

cosl" ^-2 ces/' ces /'-f- cos(/i'— /r) sini'sinr. 

On voit que les quantités que nous venons de désigner par A, B, A,, 
B, sont les mêmes fonctions de a', a", ^\ ... que celles que nous avons 
désignées par les mêmes lettres dans l'arlicle 93; ainsi l'on aura dans 
les formules de cet article, en y substituant pour ces quantités les va- 
leurs que nous venons do trouver, 

A -f- B,=: 2cos(ll-4- K)cos*jr, 

A - Bi r:: 2 C0S(1I — K) SinHi;, 

A, - B = 2 sm(H -h K) cos«ii;, 
A,-hB =2sin(II-K)sin-ii:. 

1)5. Donc, faisant ces substitutions dans l'expression de p^ de l'ar- 
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ticle 93, on aura 

p;« = p'«4- p'^î— 2pycos(<^'— 4»'- H - K) cos'ii; 
— 2py cos(4»'-h 4»'— H -h K) sin^i;'. 

Faisons, pour un moment, 

A = cos(4»'+ 4»'— H -^ K) — cos(4» — 4»''— H — K), 
on aura 



P", v/p'«-+- p"*- ap'p' cos(^'- ^'^ H - K) - ap'p'' A sin«il';' 

c'est la valeur qu'il faudra substituer dans l'expression de û de l'ar- 
ticle 92; et l'on aura de la même manière 

P'sh_ p'Tî^ pM ^ p'cos(<>'- <>"'- H - K) p'A sin^i; 



ap'" p"» p"* 

En marquant de trois traits les lettres qui ne sont marquées que de 
deux, on aura les termes multipliés par m'^ dans û, et ainsi de suite. 

Il faudra ensuite substituer pour p', p", ... et pour $', $", . . . leurs 
valeurs exprimées par les anomalies moyennes u\ u'\ ..., suivant les 
formules des articles 21 et 22; et, dans le développement, nous nous 
contenterons d'avoir égard aux secondes dimensions des excentri- 
cités e', e'\ ... et des inclinaisons mutuelles F, F, ... des orbites de 
m*, m*^, ... sur celles de m', en regardant ces quantités comme très 
petites du même ordre, et en négligeant les termes où elles forme- 
raient des produits de plus de deux dimensions. 

On aura ainsi 



I 



P, y/p'«4-p^«-.2p'p-'C0S(<^'— ^''— H-K) 

_ pp^[cos(<l>^-4- ^~ H -4- K) - cos(<>^~ <^"-- H - K)] g.^, , j, 
[p'«-H pM_ ap^p/r cos(<>'— <>'— H — K)]» 

96. On sait que les puissances d'une fonction de la forme 

p'* H- p'* — 2 p' p" cos 9 
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peuvent se développer en séries de cosinus d'angles multiples de $; 
ainsi Ton peut supposer 

_ 1 

(p'*-*-p''*-~2p'p'cos9) * 

= (p', p') 4- (p', p'), C0S9 -+- (p', p'), cosa? -h (p', p")» cosSç +. . ., 

_» 

(p'^H-p"*— 2p'p''C0S9) * 

— [p'y p'] -^- [p'» P']i C0S9 4- [p', pHi cosa 9 -h [p', p'']» cos39 -*-..., 

où (p', p"), (p', p"),, ..., [p', p"], [p', p''],, ... sont des fonctions de p\ 
p'' exprimées en séries ou par des intégrales définies, dans lesquelles 
les quantités p' et p" entrent de la même manière et forment des fonc- 
tions homogènes des dimensions — i ou — 3. 
Ainsi, en faisant 

on aura 

^ =z (p', p') -h (p', p"), C0S9 4- (p', p'),cosa9 -+-. . . 

P'p'dp'y pn ■+- [p'f P'ii C0S9 4- [p', p']i C0S29 4-. . .) 



X [cos(9 4- 2<^''4- aK) — cos9]sin* Ji;^, 
oii il faudra faire (art. 21 et 22) 



p' =«'( I — e' C0S//'4 C0S2m' j, 

/ e"- e"^ \ 

p' —«"m — e''C0SM'4 C0S2 It" U 



5 e'* 



<^'= m' 4- 26'' sinM'4 7— sin2//', 



Se'* 



♦'= ^"4- ae'sinw'n 7— sin2//'', 

4 

et, par conséquent, 

9 = //'—//''— L 4- 2(e'sinM'— e'sinM") 4- f (^'*6in2M'— e'^sina*/), 

L étant égal à H 4- K. 

Comme nous négligeons les quantités au-dessus du second ordre 

dans les termes multipliés par sin^-> on pourra mettre tout de suite a' 
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et a" au lieu de p', p"; u\ u" au lieu de $', $", et u' — u" — L au lieu 
de ç; et, en développant les produits des cosinus, on verra facilement 
qu'il n'y aura de terme indépendant des angles m' et u que celui-ci : 

Considérons maintenant les fonctions (p', p"), (p, f)^ , ... ; en y fai- 
sant les substitutions précédentes à la place de p' et de p", et conser- 
vant les secondes dimensions de e' et de e" y on aura 

/ / /r. , , p^ dia'.a") f , , , a'e'^ a'e'^ A 

(p', p'') = {a',a'') H ^-r-V-^( — «^ cosw'h cosaM'j 



2 ()a'= 



(l -+- C0S2 W') 






2 da"* 2 



(l -f- C0S2M'') 



+ ^a'da" i [cos(w'-w")-cos(M'-h //')], 

et il en sera de même des autres fonctions semblables. On aura pareil 
leraent 

5 e'* 
2e' sinw' H ^^ sin2a' 

4 
C0S9 zr— cos(a'— a"— L) — sin(M'— m''— L) j ^ ^^ 

/ — 2 e" sin a" y— sin 2 w* 

( e'*— e'*cos2£/'-+-e'*— e**cos2M'' ) 

— cos(m — u" — L){ h 

( — 2e'e''[cos(M'— a'')-~cos(w'-+- u")] \ 

on développera de la même manière les cosinus des angles multiples 

de ç, et l'on multipliera les expressions de ces cosinus par celles des 

coefficients (p', p"), (p', p")^ , 

Comme nous ne cherchons que les termes indépendants de toute 

période, il faudra rejeter tous ceux qui se trouveront multipliés par 

des cosinus d'angles multiples de u' et de u\ qui sont les angles des 

mouvements moyens de m' et de m". 

XII. 17 
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Ainsi le terme (p', p") de l'expression -; ne donnera que ceux-ci : 

(«'«)-+-[ 2^^/ «-^ 4^^/, J l. 2(>a' "" ^ 4c^«'» « J^- 

Le terme (p', p"), cosç donnera ceux-ci : 

1;^'^ )»■*" 2(^a' ""-^ 2âa' ^ "^ 4t^a'^«' a a j^e e cosL. 

Le terme (p', p")2 cos2(p et les suivants ne donneront que des termes où 
e\ e'\ i\ i" formeraient plus de deux dimensions, et que nous négli- 
geons. 

Il reste à développer la quantité (art. 93, 94) 

p/î-i-p^i — p;» _ p^cosy p^Asî n'ji: 
2p'» "■ p'^ '^ p'^ 

On fera ici pour p', p" les mêmes substitutions que ci-dessus; on aura 
d'abord 

p' a' ( e'* 

'^ - ni -^ I I — e' cos u' -\- 2 6" cos u" -\ ( r — cos 2u') 



p"' a"' ( 2 



H (i 4- 5 cos 2 w') 4-e'e'[cos(a'— m'') -+- cos(a'— w')] ; 

mais, dans le terme qui contient sin- et qui est déjà du second ordre. 



2 



il suffira de mettre 4t à la place de 4i' et comme 

A = cos(<^ H- <^''- H -h K) - cos(<^'- <^''- H — K), 

il est clair que ce terme ne donnera aucune quantité constante. 

En multipliant l'expression précédente de 4î par celle de cosç de 

l'article précédent, et ne retenant que les termes constants où e et e" 
ne passent pas la seconde dimension, on trouve aisément ceux-ci : 

—„ ( e' e" -\ h e'e" cos L == o, 

a' \ 2 2 / 
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tie sorte que, dans la quantité dont il s'agit, les termes constants se 
détruisent. 



97. La somme de tous les termes que nous venons de trouver, étant 
multipliée par m", sera la partie constante de la fonction û', due à 
faction de la planète m", et Ton aura une expression semblable pour 
la partie due à l'action de la planète m"", en rapportant à celle-ci les 
quantités relatives à la planète m". 

Nous avons désigné par (û) cette partie non périodique de la fonc- 
tion û; si donc on fait, pour abréger, 

et par conséquent, puisque a' et a" entrent de la même manière dans 
la fonction {a\ a"), 






et, de plus. 



on aura 



Cette valeur est exacte aux quantités du troisième ordre près, en 
regardant les excentricités e* et / des orbites de m' et de m", ainsi que 
leur inclinaison mutuelle I, comme de très petites quantités du pre- 
mier ordre, quelles que soient d'ailleurs les inclinaisons de ces orbites 
sur le plan fixe de projection. 

98. On peut simplifier beaucoup les expressions des fonctions 
((a', a")) et [(a', a")], par les propriétés connues des coefficients des 
séries en cosç, cos2(p, En effet, si l'on différentie logarithmi- 
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quement par rapport à 9, et ensuite par rapport à a\ l'équation iden* 

tique 

_ i. 

et qu'après avoir multiplié en croix, on compare les termes multipliés 
par les mêmes cosinus, on aura d'abord 

ensuite les différentielles relatives à a' et a!' donneront 

da' ~~ " (a"» — a'*) 

ôa' ~ a\a'^-'a'^) ' 

~~âa''âa'~ ~ ^^"»zr;^i 

Substituant ces valeurs, on aura 

'■^ ' ^^ 2(a'*— a'*)* 

Mais on peut avoir des expressions plus simples de ces fonctions, en 
employant les coefficients de la série 

(a'*— 2a'a*cos9 -f- a"^) '== [a', a"] -1- [a',flr']t C0S9 -h. . .; 

car, en différentiant logarithmiquement et multipliant ensuite en croix, 
on trouve d'abord, comme ci-dessus, 

substituant cette valeur de [a',a"j2, et comparant la série multipliée 
par a'^ — 2 a' a" cosç -h a"^ avec la série {a\ a") -+- {a\ a"), cosç 4- . . . , 
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avec laquelle elle doit devenir identique, il est facile de déduire ces 
relations 

(a', a") = (a'* 4- a'*) [a', a'] — a'a'la', a"],, 
(a', a'')^—^a'a''[a\ a"] — (a'* -h a'*) [a', fl"]», 

et, par la substitution de ces valeurs, on aura celles-ci 

[(a\ a')] = f a'a'[a', a"] ~ i(a'»+ a^«) [a', a'], = -\ a^a'[a', a^,, 

qu'on substituera dans l'expression de (û') de l'article précédent. 

A l'égard de la valeur des coefficients {a\ a"), (a', a"),, . . . , [a\ a"], 
[a\ a"] , , . . . , en fonction de a , a", on peut les trouver par le dévelop- 
pement des radicaux en puissances de cosç et parle développement 
de ces puissances en cosinus d'angles multiples de ç, comme Eulcr l'a 
fait le premier dans ses Recherches sur Jupiter et Saturne; mais j'ai 
trouvé, depuis longtemps, qu'on pouvait les avoir d'une manière plus 
simple en décomposant le trinôme a'^— 2a'a"cosç 4-a"^ en ses deux 
facteurs imaginaires 

et en développant par la formule du binôme les puissances — ^, — f de 
chaéun de ces facteurs. 
Soit, pour abréger, 

^,_ n(n-^i) n(n-hi) (n-^2 ) 

2 2.3 

on aura, en général, 

(«'— a''e9vCT)-«_^'w._ ^^/-«-i^»fg9v^^ ^V-''-«a'*e»?V=^-t-. . ., 

et si l'on multiplie ensemble les deux séries qui répondent à \J— i et à 

— v^— I , et qu'on repasse des exponentielles imaginaires aux cosinus 
des angles multiples, on aura 

{a'*— 2a'a'cos9 -+- a'*)-'^ =i X-\- ilî>cos(p -t- 3cos2(p H-. . ., 
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en t'aisani 

. = ,^[„.(-)V„„.(î:)V„.„.(-)V...]. 



(]es sérios sont toujours convergentes, lorsque a''^a''; mais si l'on 
avait a"^d ^ il n'y aurait qu'à changer a' en a" et a" en a\ puisque, 
dans la fonction non développée, les quantités a' et a" entrent égale- 
ment. 

Une conséquence qui résulte de la forme de ces séries est que, tant 
que n est un nombre positif, tous les coefficients A, ifb, £, . . . ont tou- 
jours des valeurs positives. 

Si l'on fait /^ = ^, ces coefficients deviendront (a, a"), {a'^a"*)^^ 
[a\ a!'\, ... ; et, si l'on fait n — \^ ils deviendront [a', a"]^ [a', a'"],, 

I Cf , C^ 1 2 * • . ■ . 

99. Il nous reste encore à déterminer l'angle L. Comme nous négli- 
geons les quantités du troisième ordre et que, dans l'expression de (û'), 
cosL est déjà multiplié par e'é\ on pourra, dans la détermination de 
l'angle L, faire abstraction des quantités très petites du premier ordre, 
et par conséquent y supposer 1"= o. Or (art. 96) 

L :^ H -h K, 

et, faisant r= o dans les formules de l'article 94, on a 

A = cos(H -h K), Aj — — B --:=sin(H -hK), A,~o; 
on a aussi, par les formules de cet article, 

A = a' a* 4- a'i a", -t- a', a", = cos L. 

Différentions cette valeur de cosL, faisons varier les quantités a', a", 
a',, ..., substituons à la place de leurs différentielles les expressions 



SECONDE PARTIE. - SECTION VII. 135 

données dans l'article 71, en accentuant les quantités respectives, et 
remettons les quantités A,, Aa, ... à la place de leurs valeurs en a', 
a'', P', ... ; on trouvera facilement 

— sinL^L — A, dy^-\-k^ ^7r'-h B dx' -h C dn' . 

Mais 

A,=:sinL, Aj=:o, B=— sinL, C = o; 

donc, en divisant par sinL, on aura 

dL = dx' — dx' 
et, intégrant, 

OÙ il n'est pas nécessaire d'ajouter des constantes, puisque l'origine 
des angles 7^', y" est arbitraire. L'angle jr^ (*) est en général celui que 
l'orbite décrit en tournant dans son plan, et que nous avons substitué 
a la place de la longitude k du périhélie (art. 68). 

100. La fonction (û') est maintenant réduite à la forme la plus 
simple et la plus propre pour le calcul des variations séculaires; il 
n'y aura qu'à la substituer dans les formules de l'article 76, en mar- 
quant d'un trait les lettres de ces formules, pour les rapporter à la 
planète m', dont on cherche les variations; et, en changeant simple- 
ment entre elles les lettres marquées d'un trait et de deux, on aura des 
formules semblables pour les variations de la planète m", et ainsi des 
autres. 

On voit que cette fonction est composée de deux fonctions distinctes 
entre elles, dont l'une ne renferme que les excentricités et les lieux 
des aphélies dans les orbites, et dont l'autre ne renferme que les incli- 
naisons des orbites sur un plan fixe avec les lieux de leurs nœuds. 
Si l'on désigne la première par (û')^ et la seconde par (iî'Ja, en sorte 

(» ) Voir la Note relative à cet angle x> pag©94- On peut remarquer, on outre, que l'é- 
quation clL = da"— doL est subordonnée à l'hypothèse que l'on puisse négliger Finclinaison 
des deux orbites l'une sur l'autre. Si l'on n'avait pas supposé V, = o, les formules soraienl 
tout autres, et l'angle 7 ne s'y introduirait pas. (/. Bertrand,) 
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que Ton ait 

(Û') = (i2'). + (»').. 

on aura 

8(a', a') + a' a' [a', «'li («"+«") 
-2a'o'[a',a'],e'e'cos(x' — X') 
8(a',a"')4-a'a''[a',a'],(e"+c") j 



(i2'). = + im' 



I 1 nn 



OU 



(£2'), = - |m' a' a" [a', a"], (i - cosi; ) 

— \m"'a' a' [a\a'']t {i — cosl';') 
~~" ••• f 

coslj =cosi*'cosr 4- cos(/i' — A'')sini'sinr, 
cosI7 = cos l' cos i* -h cos ( A' — h' ) sin l' sin i*', 



les angles I)' , C, . . . étant les inclinaisons de Torbite de la planète m' 

sur celles des planètes m", m'^, 

On substituera ainsi (û'), -H (û'ja, au lieu de (û'), dans les équa- 
tions des variations séculaires (art. 76), et Ton accentuera les lettres, 
pour les rapporter à la planète m' dont on cherche les variations; on 
aura, en négligeant les e^ et mettant simplement a' au lieu de b dans 
les coefficients des fonctions (12), et (û),, qui sont déjà du second 
ordre, 

de^__ i^ â(^')i dy^ _ i â{Q')x 

dl ^ ' e' v/g'â' à/! ' dt ~~ c' y/gV àe' 

di' _ I d{^')r ^____J à{il')^ 

^^~~ s/^d'sïni' àli' ' dt~^r^à'smi' ai' 

On aura de pareilles équations pour les variations des éléments de 
la planète m" dans son orbite autour de m; et il n'y aura pour cela qu'à 
marquer de deux traits les lettres qui ne sont marquées que d'un 
trait, et au contraire ne marquer que d'un trait les lettres qui le sont 
de deux. 

Ainsi, en observant que les fonctions de a' et a" représentées par 
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des parenthèses ne changent pas en échangeant entre elles Jes quan- 
tités a\ a\ on aura 



) 






(12''), = -im'a'a''[a', a^JiCi — cosi;,) 
-|mVa'^K,«''],(i-cosi;;) 



on 



cosT = cosl" et cosl',"= cosTcos/'^-h sin(A''— h'^) sini''sin/*^; 
ol les équations des variations seront 



de" 


I ddl"), 


dy: I d{^\ 


dt 
di' 




dh' I d(^), 


dt ■"" 


d^ \j^"a'^\\\r ài" 



et ainsi de suite pour les variations des éléments des orbites de m ', 
m'^, .. . autour de m. 

101. Mais nous remarquerons qu'on peut réduire à une seule fonc- 
tion les différentes fonctions (12'),, (û"),, ..., ainsi que les fonctions 
(û')^, (Û"J2, . . . , ce qui mettra plus de simplicité et d'uniformité dans 
les formules des variations : en effet, si Ton fait 



7 «r.ff ^' ^f 



m m a a 



* = + il-^^yî— { 8(a', a») + [a', a'], (e'» + e'«) - a [«', a'], e'c' cos (x' - •/') 



m' m" «'«",_,, _ 



g Î8(a', a'')4-[a',fl"'],(e"+e") — a[rt',a"'J,e'e''cos(x' — x")! 



ni"m''a'a',-, , _ 



^^1- i 8(«', a") 4-K, «"'],(e''^ + e»'^)-2[a', a*],e'e"'cos(x''-x')! 



en faisant toutes les combinaisons deux à deux des masses m', m", 
XII. i8 
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m**, ... et des fonctions qui y sont relatives, il est facile de voir que, 

dans les différences partielles de (û')i, (f2")i o" pourra changer 

ces fonctions en $, pourvu qu'on divise par m' les différences partielles 
relatives à e et y', par m" les différences partielles relatives à e"^ y", et 
ainsi de suite. 

De sorte que les équations des variations des excentricités et des 
aphélies deviendront 

de' __ I d^ d/l _ I d^ 

'di " m'e' s/^' ^'' ^~ m'eVg^ ^' 

de' _ I ô^ d'/' _ I d^ 

~^ ~"~ ÎÏÏVV^^ à/y "dT ~~ nVe's/^'â'' àé"' 



Ces équations donnent 

donc, comme $ est fonction des variables e\ y', e^ y", ... sans /, on 
aura 

d^ — o, 

et par conséquent $ égale à une constante. C'est une relation générale 
entre les excentricités et les lieux des aphélies des planètes, qui doit 
toujours subsister, quelques variations que les excentricités et les 
lieux des aphélies subissent à la longue, pourvu qu'elles soient très 
petites. 

102. Mais la nature de la fonction $ donne encore naissance à 
d'autres relations générales entre ces mêmes éléments. 
En effet, il est facile de voir qu'on a l'équation 

d^ d^ d^ _ 

' ~ï7Tw ' • • • — ^ î 



ày: dy: 0-/: 

et si l'on substitue à la place de ces différences partielles leurs valeurs 

. g' de' — f>^ dp'^ 

m'vg'a'-^^> m" ^^"a" —^i ••• données par les équations de l'ar- 
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ticle précédent, on aura, en intégrant relativement à /, l'équation finie 

K^ étant une constante égale à la valeur du premier membre de cette 
équation dans un instant quelconque. 

Cette équation fait voir que les excentricités e\ e'\ e'\ . . . ont néces- 
sairement des limites qu'elles ne peuvent passer; car, comme elles sont 
nécessairement réelles, tant que les orbites sont des sections coniques, 
chaque terme, comme m' v/gVe'^, sera toujours positif, et son maximum 
sera la constante K^. 

Il suit de là que, si les excentricités des orbites qui appartiennent à 
des masses très grandes sont une fois très petites, elles le seront tou- 
jours, ce qui est le cas de Jupiter et Saturne; mais celles qui appar- 
tiennent à des masses fort petites pourront croître jusqu'à l'unité et 
au delà, et Ton ne pourra déterminer leurs véritables limites que 
par l'intégration des équalions différentielles, comme on le verra ci- 
après (*). 

De plus, comme la quantité $, regardée comme fonction de e\ e'\ 
e^^ ..., est une fonction homogène de deux dimensions, on aura, par 
la propriété connue de ces fonctions. 

Substituant dans cette équation les valeurs des différences partielles 
de $ relatives à e\ é\ e'\ ... tirées des mêmes équations de l'article 
précédent, on aura 

m' v^^V ^—r^ H- m' \/g'' a" ^ -f- m" sj^^^a' ^—j~ -\-.,.— i\\ 

F étant la valeur de $ dans un instant quelconque. 

(*) Foir à ce sujet un Mémoire de Laplacc, Mémoires de V Académie des Sciences de 
Paris pour 1784, le n' 57 du second Livre de la Mécanique céleste, et Je Chapitre II du 
livre XV (cinquième Volume) où Laplace reproche à Lagrange d'avoir énoncé sous une 
forme dubitative un théorème démontré par lui depuis longtemps. (/. Bertrand.) 
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Dans cette équation, les quantités -— > ~J7' "' expriment les vitesses 

anjçulaires des mouvements des aphélies, et par conséquent elle donne 
une relation invariable entre ces vitesses, par laquelle on voit qu'elles 
ont aussi nécessairement des limites, tant qu'elles sont toutes de même 
signe. 

103. Si l'on emploie les transformations de l'article 78, en faisant 
on aura 



m' m" a' a" 



^--h -^-^ ;[a^a''],(m'»-h/i'«^-/^^''»^-/^''*)— 2[a', «"],(/??' //i" 4- /^'/i')| 



m'm''a'o'^ 



\[a\ a'']i(m'* -h n'* -h m"*-^ n''*) — 2[a\ a'']i(m' m" -hn' n'^)\ 



8 

][a\a''],(m''^^n'^-^m"*-{-n''^)-'i[a\a'']^{m''m''-hn''fr)[ 



m" m" a' a'' 



et les équations des variations seront 



,cim' I â^ ,rin' _ i à^ 

al \f^' a' an' al \-g'^' ^" 

^dni'' I à^ .rfn" i â4> 

ni — :; — = . -; — = ) ni — g— =^ — - , -T ,; > 

iV^n* àn^ al s'^a" àm^ 



Si, dansées équations, on substitue la valeur de $, et qu'on exécute 
les différentiations partielles, on a des équations linéaires en m\ n\ 
m'\ n*\ ..., faciles à intégrer, et ces équations seront entièrement 
identiques avec celles que j'avais trouvées par une autre voie, dans les 
Mémoires de Berlin de 1781, page 2()2 ('), comme il est facile de s'en 
assurer en comparant entre elles les dénominations différentes des 
mêmes quantités. 

( ' ) OEuvrcx de Lagrangc^ t. V, p. I2>. G. D. 
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Dans les Mémoires de Tannée 1782 (*), j'ai appliqué ces équations 
aux six planètes principales, en adoptant pour leurs masses les valeurs 
les plus probables, et j'en ai tiré, par l'intégration, des formules géné- 
rales pour les variations de leurs excentricités et des lieux de leurs 
aphélies, lesquelles donnent les valeurs de ces éléments, tant pour la 
Terre que pour les autres planètes, au bout d'un temps quelconque 
indéfini, soit avant ou après l'époque de 1700; et comme, par ces for- 
mules, les excentricités demeurent toujours très petites, ainsi qu'on 
l'a supposé dans le calcul, on est assuré de leur exactitude dans tous 
les temps passés et à venir. On trouve ensuite, dans le Volume des 
mêmes Mémoires pour 1786-87, imprimé en 1792, un supplément (*) 
à cette théorie, relatif à la nouvelle planète d'Herschel, où l'on déter- 
mine de la même manière, et par des formules aussi générales, les 
variations séculaires de Texcentricilé et du lieu de l'aphélie de cette 
planète, produites par les actions de Jupiter et de Saturne ; on a seule- 
ment négligé l'effet de l'action d'Herschel sur ces deux planètes, ainsi 
que sur les autres planètes inférieures, à cause de la petitesse de sa 
masse et de sa grande distance. 

104. On peut réduire de la même manière à une forme plus simple 
les équations de la variation des nœuds et des inclinaisons. Soit 

^'z=z—\m'm''a'a"[a\a''-\,{\-CQ%r,) 
— {m'm''Va'"[aSa'^]i(i — cosi;") 
^\m''m''a''a''[a\a''-\,{\ - cosi;") 



en faisant aussi toutes les combinaisons deux à deux des masses m', m", 
m*', ..., qui sont supposées agir les unes sur les autres, avec les fonc- 
tions correspondantes de a', a", a!\ ... et des inclinaisons IJ, C C . . . 

(*) Œuvres de Lagrange, t. V, p. an. G. D. 

(*) Ce supplément n'est pas do Lagrange. Foir à co sujet la Note du tome V des Œuvres 
de Lagrange, p. 489. G. D. 



1^2 
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qui sont déterminées en général par la formule 

coslj, 1= cosi-"'^ cos£"*^-f- cos(A '"' — /<('»^)sin£^'"^ sin£^'*\ 



eu SUIJS 


m' dl' m' dh' 


> • • • a 10 


ipiuuuuu ^., > ^^^ 


dC 


I dW 


dh' 


I âw 


dt 


m'sj^'a' siiu' àli' 


dt 


m' \fg'a' si ni' <^'' 


di' 


I dW 


dh" 

dt ~" 


I âW 


dt 


m' s^^g'a' s\ni' ^^ 



Ces équations donnent aussi 

^^^M'+^dc'^o, —dh'^-^di =o, 

et, par conséquent, puisque W est une fonction de h\ i\ /i", f\ ... 

sans aucune autre variable, 

d^' =: o, 

et V^" égal à une constante. 

De plus, il est visible, par la forme de la fonction ^\ que Ton a 

cette équation 

ÔW dW dW 



ôh' ' Oh' dh" 

Substituant, pour les différentielles de W relatives à /i', A", A**, ..., 
leurs valeurs données par les équations précédentes, on aura une 
équation différentielle en i\ i'\ T, . .., dont l'intégrale sera 

mVg'«'cosi'-Hm' v/g'^'cosT-h m'^v^^'^^osi'* 4-. . .=:consl., 
et qu'on pourra mettre aussi sous la forme 

m' \J¥^' sin- - 4- m" \f^' sin* --+-...= H*, 

2 9. 

H^ étant la valeur du premier membre dans un instant quelconque. 
On peut tirer de cette équation, relativement aux limites des quantités 
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i' . i" 



sin--> sin-> •••> des conséquences analogues à celles que nous avons 
déduites d'une équation semblable en e\ e'\ ..., dans l'article 101. 

105. Dans le cas où l'on ne considère que l'action de deux planètes 
m' et m", l'expression de V se réduit au seul terme multiplié parm'm", 
et l'inclinaison mutuelle T des deux orbites devient alors constante; 
c'est à très peu près le cas de Jupiter et Saturne. 

Dans ce cas, nous remarquerons encore que, si l'on suppose que 
le plan de la planète perturbatrice m" coïncide dans un instant avec le 
plan fixe, on aura i" = o et, par conséquent, cosT = cosi\ ce qui don- 
nera 

\F^_!ïl!iïî!a'a^[^\a'']i(i--cosi'), 

4 

et de là 

c'est l'expression de la vitesse du mouvement rétrograde du nœud de 
l'orbite de m' sur le plan de l'orbite de m", tandis que leur inclinaison 
mutuelle demeure constante ; d'où l'on voit que l'action de la planète m" 
sur la planète m', pour faire varier la position de son orbite, se réduit 
a donner au nœud de son orbite, sur celle de la planète perturbatrice m", 
un mouvement rétrograde instantané exprimé par 

sans affecter l'inclinaison mutuelle des deux orbites. 

De la même manière, l'action de la planète m' sur la planète m", 
pour changer la position de son orbite, fait rétrograder le nœud de cette 
planète sur le plan de l'orbite de m', d'un mouvement instantané 

4s/g'a^ 

et ainsi des autres planètes. 
En combinant ainsi deux à deux toutes les planètes, on pourra trou- 
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ver les variations de leurs nœuds et de leurs inclinaisons réciproques, 
puisque, parla nature du Calcul différentiel, la somme des valeurs par- 
ticulières d'une différentielle en forme la valeur complète. C'est ainsi 
qu'on avait trouvé les changements annuels des nœuds et des inclinai- 
sons des planètes, produits par leurs attractions mutuelles, avant 
qu'on eût une théorie directe et générale des variations séculaires. 

106. Pour donner un exemple de cette méthode, considérons trois 
planètes m', m", nr, dont les orbites s'entrecoupent, T, C étant les 
inclinaisons de la seconde et de la troisième sur la première, et IJétant 
l'inclinaison de la seconde sur la troisième ; il est facile de voir qu'elles 
formeront sur la sphère un triangle sphérique dont les trois angles, 
en supposant les inclinaisons de m" et de m* du même côté, seront 
I' , i8o^ — r et C» que nous désignerons, pour plus de simplicité, par 
a, j3, y. 

La planète m' fera rétrograder sur son orbite le nœud de la pla- 
nète m", de la quantité élémentaire 

m' a' a" [a\ a' ]^ ^ 

et la même planète fera rétrograder en même temps sur son orbite le 
nœud de l'orbite de la planète m"', de la quantité élémentaire 

tandis que les inclinaisons I' et C demeureront constantes. 

Ainsi, dans le triangle formé par l'intersection des trois orbites, la 
portion de l'orbite de m' interceptée entre les orbites de m'' et de m*', 
c'est-à-dire le côté adjacent aux angles a et p, croîtra de la quantité 
kdi\ faisant, pour abréger, 






4 V sj-^' s/¥' 



les angles a et ^ demeurent constants. 
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Or, dans un triangle sphérique dont les angles sont a, j3, y, et dont 
le côté adjacent a a et p, et par conséquent opposé à y, est r, on a 

cosy =zz sinasinjâ cosc — cosa cos^. 

Donc, faisant varier c de Arf/, on aura 

(I cosy = — sinasin|3 sine Xdt. 

Mais la même équation donne 

_ cos y 4- cos (X cos (3 



cosc— . , 

sinasinp 



d'où l'on tire 



V^sin'asin*|3 — (cosy -+- cosacosj3)* 

SIIJ c — z : — 7- 

smasmp 



v/i — cos* a — cos'j3 — cos-y — 2 cosa cos^ cosy 

sinasinp 

Faisons, pour abréger, 

u=z^i — cos* a — cos*j3 — cos'y — 2 cosa cosj3 cosy = sinasin(3 sine; 

on aura 

dcosy — — Xit dt. 

On trouvera de la même manière, en considérant la rétrofçradation 
des orbites de m' et de m*" sur celle de m", laquelle augmente le côté 
adjacent aux angles a, y» et par conséquent opposé à l'angle ^, de la 
quantité élémentaire Bdi, en faisant 



R— 'n' / a'a''\a ',^ 






tandis que les angles a et y demeurent constants, 

parce que la quantité // est une fonction symétrique des trois cosinus 
Enfin la rétrogradation des orbites de m' et m" sur celle de m" don 
nera aussi 

d cos a 1= — (] // dl^ 
XII. 19 
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en faisant 

^, m" / n'alla', 0"]^ n'alla", a']C \ 

Dans ces équations, les trois coefficients A, B, C sont constants; 
ainsi il n*y a de variable que la quantité r/, qui est fonction des trois 
cosinus de a, ^, y, c'est-à-dire des inclinaisons respectives des orbites 
r', l**, IJ; ainsi on pourra déterminer leurs valeurs en fonction de /. 

Si Ton ajoute ensemble ces trois équations, après avoir multiplié la 
première par m"m'^rt"rt'"fa", a"],, la seconde par — m'm^a'a^fa'^a"], 
la troisième par mm"a'a"\a\a"\ on a 

m" m" a" a" [a\ a']^d(to^y — m' m'' a' a"^ [a\ a^Jj^/cos? -h m'm''a'a'[a', a'], r/cosa 
- m" m"^ a" a' [a\ a'^ ]^ kudl 4- m' m'' a' a" [a\ a' ]^ BudC — ïï\'m'a'a''[a\ a'']iCudC, 

Or, en substituant les valeurs de A, B, C, on voit que le second membre 
se réduit à zéro, par la destruction mutuelle de tous les termes, et, le 
premier membre étant intégrable, on a, en remettant pour a, ^,7 leurs 
valeurs F, 180**— I", T, 

m'm"r/''«-'[a\rt''l,cosi;-+-m'm'^^V«^[^z',a^],cosi; 

-f- tn'm" a'a" [a\ a"], cosij == const., 



équation qui s'accorde, dans le cas de trois orbites, avec Tintégrale 
^'' = const. trouvée plus haut (art. 104). 
Si Ton fait, pour plus de simplicité, 

cosa = .r, cos|3 ==:>•, cosy 1= c, 

on a les trois équations 

djc =1 — C 1/ dt, dy z:^ — B // dl^ dz:::^ — Kudt\ 



H ^=z\^ \ — .r* — y'*' — c* - lî xyz . 

La première, combinée avec la seconde et avec la troisième, donne, par 
l'élimination de //, 

dy -~ ji d,i\ dz --- -,- dx ; 
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et de là 

Substituant ces valeurs dans l'expression de u, la variable x mon- 
tera au troisième degré sous le radical, et l'équation dœ = — Cudt 
donnera 

fit =— -.-y 

équation où les variables sont séparées, mais dont le second membre 
ne sera intégrable que par la rectification des sections coniques. 

Mais, comme les inclinaisons mutuelles des orbites doivent être sup- 
posées très petites, si l'on fait 

ce qui donne 

^ — 1 *f > ^^ — î *, ♦ ^ — 1 *., » 

les quantités ^, r^, X, devront être très petites, et l'on pourra négliger, 
dans l'expression de w, leurs troisièmes dimensions vis-à-vis des se- 
condes. On aura ainsi 

et 

dl — Citdt, dn— — Budl, d^ — kudl. 

Si l'on différentie cette valeur de lû et qu'après la substitution des 
valeurs de d^, dr^, d^, on divise l'équation par udl, qu'ensuite on la 
rediflerentie et qu'on y fasse encore les mêmes substitutions, on aura, 
dt étant constant, 

~ - [2( AC - AB - BC) - V~ B«- C*J //, 

équation intégrable par des exponentielles ou des sinus, suivant que 
le coefficient de u sera positif ou négatif; mais, comme 

Il = sinasin[3 sinr, 

il est évident que la valeur de u en t ne peut pas contenir d'exponen- 
tielles; désignant donc par -- a^ le coefficient de u dans l'équation 
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précédente, on aura 

M — K cos(|jL/ -h k), 

K et t étant deux constantes arbitraires qu'il faudra déterminer par 
Tétat initial; et, comme sina etsin^ sont, par hypothèse, des quantités 
très petites, K aura aussi une valeur très petite. 

De là on aura, par l'intégration, les valeurs de $, yj, î^, qui ne con- 
tiendront / que dans sin(jx/ -h k), et qui, étant une fois très petites, 
le seront toujours nécessairement, de sorte que la solution sera tou- 
jours bonne. 

On connaîtra donc ainsi les inclinaisons réciproques des orbites 
pour un temps quelconque, mais on ne connaîtra pas encore par là 
leurs positions absolues dans l'espace, lesquelles dépendent des angles 
A', A", ..., i\ ï\ ...; c'est pourquoi il est plus simple de chercher direc- 
tement ces angles par l'intégration des formules de l'article 104. 

107. Mais, au lieu d'employer ces équations sous la forme où elles 
se présentent, il sera plus avantageux de les transformer par les sub- 
stitutions de l'article 78, en faisant 

/>'= sini'sinA', /?'= sini" sinA', ..., 
7'==: sini'cos/i', 7"=: sini^cos/i", ...; 

on aura ainsi, en accentuant les lettres/?, y, pour les rapporter succes- 
sivement aux planètes m', m", ... et mettant la fonction — à la place 
de (û) (art. 104), 



dp' 

dl 


V/l />'* q'^ dW 


dq' \/\- /?'* 7'« dW 

^' \\\'\^a' àp' 


dp" 
dt 

• • • • 




ôq" y/i p"' q"' âW 
à^ m' s/ g" a" àp' 



La fonction W sera, comme dans l'article cité, 

^^•:^- Jm'm'' a' a" [a\ «'' ]i (i - cosi; ) 
— \m' m" n'alla', «*'], (1 - cosl^) 
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mais les valeurs cosT', cosT, cosT, ... deviendront, par les mêmes 
substitutions, 

COSi; = yji-^p'^—q'* sji—p'^^q'^ -^ P' P" -+- l' <!" ^ 

CCS ir = Sjl—p'^—q'^ ^i—p^i^g"! ^p'p'^^g' .y'^. 



Faisant ces substitutions et exécutant les différentiations relatives a 

p\ q\p\ f 

dp' m!'a'a''\a\ a''\ ( , , j; — ^ , -x 

■^ ^ 4 j-T^i -* (^V' - p"' - /' - n' v^' -p'^ - ^i" ) 

- "^^";"^^;"^J- {q' v/.-,>--7- - r^.-p--,-) 



dq' m''a'a''[a\a''^x f , / jz -zz - , rr ^,-n 

-^=-+- j_; ^' {p'^i-p'^^^q^^-^p^^i-p'^-q'^) 

«* 4 y/g' a 

■ }■' ^' [p' sji - p''^- q'"^ -- p's/ ^-' p'^ - q") 

4vV« 



-^ = ^ i:^ •'* ( q' s/i-p"-q" -q'sji-p"^- q"^ ) 

i^ '^ (/ ^U-p^^-.q'^^ - q-^i^p^t^q^t) 



-fr='^ — — k=%— ^ (/?V' -/>'' ~ q'' -p' v/i -p''- /') 

«* 4vV^ 

m'Va'^Fa^a"'], / „ , =t =r ^ ; rr jri\ 

4vV« 



108. Ces équations ont lieu, quelles que soient les valeurs des va- 
riables /?', y', /?", y", ..., parce que nos formules ne supposent point 
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que les inclinaisons f, i'\ ... des orbites sur le plan fixe soient très 
petites, comme on Ta vu jusqu'ici dans toutes les formules que Ton a 
données pour le mouvement des nœuds et les variations des inclinai- 
sons, mais elles supposent seulement la petitesse des inclinaisons 
mutuelles des orbites. 

Quant à leur intégration, elle parait très difficile en général» et il n'y 
a peut-être que le cas de deux orbites où elle réussisse. 

Faisons dans ce cas, pour abréger, 

\\\''a'a!'\a\a''\, ., va' a! a' \a\ a' \^ ., 

. ::=: M , , = N , 



on aura les équations 
Elles donnent d'abord 

dt di dt dl 

d'où Ton tire 

b de étant des constantes. 

Maintenant, si Ton diflerentie l'équation ir^= i — p'^ — q^.ei qu'on 
y substitue les valeurs de dp\ dq\ on a, après la division par a:-rf/, 

on trouve de même 



et, de là. 



^^ N(7>^-A>'^'), 



N -^ -4- M —^ = o, N X -4- M r = A 
dt dt .. ." 



/étant une constante. 
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Les intégrales que nous venons de trouver donnent 

Mp''= b - N/>', M/=i c - ^q\ M/ ^f- N^; 

ces valeurs étant substituées dans les trois équations 

on obtient les équations suivantes 

-^ -^-/7'- <^^ -o, -^- fp'-^ bœ = o, 

dx , . , 

_ ^ cp'- bq'= o, 

qui, étant linéaires et à coefficients constants, sont toujours inté- 
grables. 

On aura de pareilles équations en changeant/?', q\ x on p'\ q'\ y; 
mais, lorsqu'on connaîtra les trois premières de ces quantités, on aura 
les trois dernières par les trois intégrales précédentes. 

Les expressions de/?', q\ œ en t contiendront trois constantes arbi- 
traires, et, comme les constantes b, c,/sont aussi arbitraires, on aura 
en tout six constantes arbitraires, mais qui se réduiront à quatre, pour 
satisfaire aux équations supposées 

on aura ainsi les valeurs complètes des quatre variables p\ q\p'\ (f. 
qui donnent la position des deux orbites dans l'espace. 

Mais notre analyse est fondée sur la supposition que l'inclinaison 
mutuelle des deux orbites soit très petite; le cosinus de cette incli- 
naison est exprimé par la formule (art. 107) 

dont la différentielle devient égale à zéro, d'après les équations diffé- 
rentielles ci-dessus; cette quantité sera donc égale à une constante. 
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comme nous l'avons déjà trouvé (art, 105), et il faudra que cette con- 
stante soit supposée fort peu différente de i, pour Texactitude de la 
solution précédente. 

Il serait difficile, peut-être même impossible, de résoudre de la 
même manière le cas de trois ou d*un plus grand nombre d'orbites; 
mais nous observerons que, comme la position du plan de projection 
est arbitraire, on peut toujours le prendre de manière que les incli- 
naisons des orbites sur ce plan soient très petites, puisque leurs in- 
clinaisons mutuelles doivent être très petites; et si, les inclinaisons 
étant très petites dans un instant quelconque, elles demeurent tou- 
jours très petites, la solution fondée sur cette hypothèse sera légi- 
time. 

109. En supposant les inclinaisons!', i\ ... des orbites sur le plan 
tixe très petites, les variables/?', y',/?", y", ... seront aussi très petites, 
et Ton pourra, dans les équations de l'article 107, entre ces variables, 
mettre simplement i à la place des radicaux 



ce qui les réduira à la forme linéaire, dont l'intégration est facile. 

On aura ainsi des équations tout a fait semblables à celles que 
j'avais trouvées, par une autre méthode, dans les Mémoires de r Aca- 
démie de Berlin pour 1782, et dont j'ai fait aussi l'application aux six 
planètes principales, en donnant les expressions finies des variables 
pour un temps indéfini; et les Mémoires de 1787, de la même Aca- 
démie, renferment, de plus, ce qui est relatif à l'orbite d'Herschel. Il 
faut seulement remarquer que, dans les formules de ces Mémoires, les 
tangentes des inclinaisons tiennent lieu des sinus qui se trouvent dans 
les valeurs des variables 

p'^=^ sini'sin/j\ p''= ^xni" %\nh\ . . ., 
ry'^ sinf cos/i', </= sin Tcos/i'', ...; 

mais, à cause de la petitesse des inclinaisons, cette différence n'est 
d'aucune considération. 
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Lorsque Ton connaît les valeurs de ces variables, on peut déter- 
miner tout de suite les inclinaisons mutuelles des orbites par les for- 
mules de l'article 107; mais ces formules se simplifient dans le cas où 
les quantités/;', y',/?", q'\ ... sont très petites. Dans ce cas, on aura, 
en négligeant les troisièmes dimensions de ces quantités, 

et de là, a cause de i — cosT = 2sin'^r, 



on aura de même 



et ainsi des autres. 

1 10. Il reste encore, pour compléter la théorie des variations sécu- 
laires, a considérer la variation du mouvement moyen que nous avons 
désigné par (Tk dans l'article 77, et qui, en négligeant le carré de l'ex- 
centricité ^, qui est supposée fort petite vis-à-vis de l'unité, et accen- 
tuant les lettres pour les rapporter respectivement aux planètes m', 
m", . . ., devient 

\ g' àa' ^'^'a' de' 

pour la planète m'; on aura de même, pour la planète m", la varia- 
tion rfX", en ajoutant un trait aux lettres qui n'en ont qu'un, et ainsi 
de suite. 

On substituera donc dans cette formule, au lieu de la fonction (il'), 
la somme (1^), h- ( li')o, suivant l'article 100, et comme la fonction 
(ii')2 ^^ contient point les excentricités e\ e'\ . . . , on aura simplement 

V g L àa ôa J V r? ^ ^^ 

et, pour avoir une formule uniforme pour toutes les planètes m', 
m*^, . . . , il n'y aura qu'à mettre, suivant les remarques des articles lOl 

XÎI. 20 
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' m Ou' m de ^ <>^/ Oc m da' * 

(le -. ,-» ce qui donnera 



c)/ï' 



V g \ni (>^/ ni' du J vV^' " ^ 

les fonctions * et ^* étant données dans les mêmes articles et étant les 
mêmes pour toutes les planètes. 

Mais si, à la place de ces fondions exprimées en e\ p\ i\ h\ e", . . . , 
on veut employer les expressions des articles 103, 107, en m\ n\p\ 
ly', m'\ ..., il faudra, suivant les formules de l'article 73, changer 

c v- en m - — , -h n -r—,- On aura ainsi 

Oe uni on 

^, /â' / I <;* I M'\ ,, I {m' 



dm' "^ m' dn'^ ^' 



et, pour avoir rfX", r/X", . .., il n'y aura qu'a changer g/, a\ m', m\ /^' 

// // // // // 
en g , « , m , m , n , 

Dans ces formules, les difrérenlielles relatives à «' n'afTectent que les 

coefficients aa"[a\a"), aa"\(i\a"\^, a'a"\a\a"\2, a'a"[a\à"), ... 

des fondions <I> et M', à la place des(juels il suffira de substituer 

a'ia ,a )-\- a' a' r— ^ — » « [q , a \t-\- a a . , > •••> 

pour avoir les valeurs de y-?» y-?; et» P^ii* 'es formules de l'article 98, on 

trouvera les valeurs des dillerences partielles . , — > '^ ' -*' > 

Il faudra ensuite y substituer les valeurs de m\ n\ p\ q\m'\ ... en /, 
trouvées par Tintégralion des équations différentielles des articles 103 
et 109, et que nous avons données, pour toutes les planètes, dans les 
Mémoires cités de l'Académie de Berlin; et, comme ces valeurs sont 
exprimées par des suites de sinus et de cosinus, les variations (Tk'^ 
r//v", ... seront intégrables : les termes constants donneront, dans A', 
A", ..., des termes proportionnels à /, qui se confondront avec les 
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mouvements moyens; et les termes en sinus et cosinus donneront de 
pareils termes, qui exprimeront les variations séculaires de ces mou- 
vements. 

J*avais trouvé, par une autre méthode, dans les Mémoires cités de 
l'Académie de Berlin, des formules pour déterminer les variations 
séculaires des moyens mouvements des planètes, et elles m'avaient 
donné, pour Jupiter et Saturne, des résultats presque insensibles; 
mais les formules précédentes sont peut-être plus rigoureuses, et il 
sera bon d'en faire l'application aux planètes; c'est un objet dont je 
pourrai m'occuper ailleurs : ici, je n'ai eu en vue que de montrer 
l'usage de la nouvelle théorie des variations des constantes arbi- 
traires dans la détermination des variations séculaires des éléments 
des orbites des planètes. 

§ in. — Sur les équations séculaires des éléments des planètes, 
produites par la résistance d'un milieu très rare, 

lil. Pour ne rien laisser à désirer sur les variations séculaires des 
planètes, nous devons encore considérer l'eflet d'un milieu peu résis- 
tant dans lequel il est possible qu'elles se meuvent, et où elles de- 
vraient nécessairement se mouvoir, si la lumière était due aux oscilla- 
tions d'un fluide. 

Nous avons déjà vu, dans l'article 79, que, pour avoir égard à la 
résistance, il suffit d'ajouter à la valeur de cil les termes 



r ^'dr' -h /•« ry<D« ( clr or -+- /•* ^/a> d*b -h /- r/a> oy) 



dt^ 



Tétant la densité du milieu, qui peut être une fonction de ret qui doit 
être supposée très petite, et d'y substituer pour r et 4> leurs valeurs en / 
données par le mouvement elliptique de la planète, en se souvenant 
que la caractéristique d se rapporte nu temps /, et la caractéristique o 
aux éléments de la planète. 

Comme nous ne cherchons ici que les variations séculaires, il fau- 
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(Ira, ainsi que nous l'avons pratiqué plus haut, rejeter tous les termes 
périodiques et ne retenir que les termes constants. 

112. En désignant, comme dans Tarticle 21, Tanomalie moyenne de 
la planète par 

on a vu que r et ^ — u peuvent s'exprimer par des séries dont la pre- 
mière ne contient que des cosinus et la seconde des sinus d'angles 
multiples de u; donc dr ne contiendra que des sinus sans terme con- 
stant, et r/<ï> des cosinus de ces mêmes angles ; par conséquent, la quan- 
tité f/r^-h r^d^^ ne contiendra que des cosinus, et il en sera de même 
de la série qui exprimera la valeur de \ dr^ -h r' d^'^ . Ainsi, en faisant 
r = /[r), la quantité V \dr^ -^ r- d4}^ sera exprimée par une série de 
cosinus de multiples de //. 

Maintenant, pour avoir Sret o<&, il faudra faire varier dans les séries 
de r et de ^ les coefficients des cosinus et des sinus qui sont donnés 
on a et e, et, de plus, l'angle w, à raison des constantes a et c qu'il 
renferme. Désignons par S(r) et S(<&) les parties de or et de ù<P qui 
contiennent les variations des coefficients; on aura 



et, de même. 



or-=:o(r)-{ — j~ ou 

au 



ô*=3 0(<ï>) -\- -j-ou; 

au 



don 



c 



au 



drdr-\-r*d4^o4^ — oro{r) -h r'c^it d(*) -h (r/r«4- /^c^^fr') ^- 



Or il est clair que S(r) ne contiendra que des cosinus; et, comme dr ne 
contient que des sinus, drù[r) ne contiendra aussi que des sinus sans 
terme constant. De même, o(<&) ne contiendra que des sinus, et, comme 
0* ne contient que des cosinus, rf<I>o($) ne contiendra aussi que des 
sinus. D'ailleurs, r^ ne contient que des cosinus; par conséquent, 
r^t/4>S(4>) ne contiendra que des sinus. Donc la quantité 

^/•ô(r)-h/''^*d(<l>), 
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ne contenant que des sinus d^angles. multiples de u, sans aucun terme 
constant, devra être négligée, 

113. Ainsi, pour les équations séculaires, on aura simplement 



dr èr 4- r' d^o^^i dr^ -h r* d^^) -j- 

du 



Or du=zdti/^', donc, faisant ces substitutions, on aura, pour les 

y «•* ^ 

termes à ajouter à Su, à cause de la résistance du milieu. 



r ( dr^ -h /•» d(i>^ ) * /^ , r [Jdr^ 4- r« di\>^ ) r» d^ . 

— - -^ , — i / — OM ^-î^ T-, 0'/, 

dt^ V g dt^ '' 

OÙ il faudra substituer pour r et $ leurs valeurs en l ou //, et ne 
retenir dans les résultats que les termes indépendants des sinus et 
cosinus de u. 

Par les propriétés du mouvement elliptique, on a tout de suite 

dr^'-hr^d^^z-f- — -\^dl^; 

ainsi les termes dont il s'agit se réduiront à 



ou OM = — K/ —,àc l/-^(/ — c]oa. 

114. Tels sont les termes qu'il faudra substituer à la place de ol2, 
dans les formules générales des variations des éléments des planètes 
(art. 74), et l'on aura 

da:zz — 2 a- r ( - — - ) V'^g dl, 



3 

2 i^^ 



r a 

3 



de zrzZaVl - 



de =: — 



(2.-;)'('-c)VS'". 

-■[\/R-«0.-à)']-"'- 
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et les variations des autres éléments y, A, i seront nulles; d'où Ton 
peut d'abord conclure que le grand axe ou la ligne des apsides, ainsi 
que le nœud et Tinclinaison, ne seront sujets à aucune variation sécu- 
laire; par conséquent, la résistance ne déplacera point l'orbite de la 
planète, mais en changera seulement à la longue le grand axe et l'ex- 
centricité, et produira en même temps une équation séculaire dans 
l'anomalie moyenne et dépendante de la variation de c. 

Si l'on combine ensemble les deux premières équations, on a 



de — 



Z{L-~c)da 



ia 



[lonc 



, , 3 ( / — c)da , 
dt — de ^ — = dl ; 



la 



divisant par \a^ et intégrant, on trouve 

t — c __ r dt 

('(, comme u=z[i — c)i/-^' on aura 

,- rdi 
J V ^'' 

on supposant que l'intégrale / -— commence au point où // = o; ain 

tout dépend de la variation de la dislance moyenne a. 

Si, dans la première approximation, on néglige l'excentricité e sup- 
j)Osée très petite, on a r = a, ce qui donne 



SI 



/ 

( 






I 
a 



3 

i 



^-z' 



\a 



et, comme la densité du milieu V ne peut être qu'une fonction de r, elle 
sera une fonction de a, et la première équation donnera 
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Supposons r constant; on aura, en intégrant. 



/: 



l — ::;^ » 

A étant la valeur de a lorsque / = o; donc 

« = (s/X--r<v'i)*. 

et la valeur de « deviendra 



_ r r (it _ j_ r 1 £i 'va» 2 A' 

"-^V Wx-rts,'if--^nw\-rc^ir a]- / _j, /|y ' 

où le coefficient F doit être supposé très petit. 

115. Pour avoir la variation séculaire de rexcenlricité r, il faudra 

substituer, dans les expressions irrationnelles i/^ — - et ( : — - 

de la valeur de de, l'expression de r en //, et ne retenir dans le déve- 
loppement que les termes constants. Or, en ne conservant que les 
secondes dimensions de e, on a, par l'article 21, 



d'où l'on tire 



/•=: « I I — eCOSU H C0S2^/ I, 

A 2 



- zn - ( I -4- e cos u -h e- cos 2 u ), 
r a 



v/ 




z=L —-_[ \ -\- e cos a ,' 



-h —r- cos lu ], 



3 

2 I \ * I / « 3 , 1 5 , . 

- - == - — f -f- 3 e cos M -f 7 e?^ -H -,- e* cos 2 m ; 



par conséquent, en rejetant les cosw et cos2/^ ('), on aura 

(h 



de ^=2 — r y g ( I — e^)e 



v^ 



0) Qui sonl des termes périodiques. (/. Bertrand.) 
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Si Ton substitue pour \a sa valeur yA — T/^g» et qu'on néglige 
crahord les e', on aura l'équation 

dont l'intégrale donne 




\i étant la valeur do c lorsque / — o. 

Mais, comme l'existence d'un milieu résistant et, à plus forte raison, 
la loi de la densité de ce milieu ne sont qu'hypothétiques, les résultats 
précédents ne doivent être regardés que comme une application de nos 
formules générales des variations séculaires. 

s^ IV. — J)u moinemenl autour du centre conunun de grasnté 
de plusieurs corps qui s* attirent mutuellement. 

116. Nous avons démontré dans l'article 6 de la troisième Section 
que, dans tout système libre, les équations du mouvement des corps 
du système sont les mémos, soit qu'on les rapporte au centre de gra- 
vité du système, ou à un point quelconque fixe hors du système. Ainsi, 
dans les formules de l'article 80, on pourra établir dans le centre de 
fçravité de tous les corps m, m', m", ... l'origine de leurs coordonnées 
.r, y, z, r', y', z\ ..., et, par les propriétés du centre de gravité, on 
aura les trois équations 

in.r -h ni'.r'-f- ni"./"-!- ni'^j''-}-. . . = o, 
m V -f m' v'-i- n/r'-f- m'^i'^-t-. . . — u, 
m:; -4- m'c'-h m''^"-+- nî"'c''-h. ., — iu 

lesquelles donnent tout de suite les valeurs des coordonnées de m, par 

celles des autres corps m', m", 

Considérons en particulier le mouvement du corps m' autour du 
centre commun do gravité. Comme ses coordonnées x\ y\ z' sont 
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indépendantes, on pourra, dans les formules de l'article cité, réduire 
les quantités T et V aux termes multipliés par m', qui sont les seuls 
qui contiennent les variables x\ y\ z\ et diviser ensuite ces quantités 
par m'; ainsi, dans l'équation générale, on pourra substituer T' et V à 
la place de T et V, en faisant 

1 -,— 7 -7 » 

et 

V'iz: m iR'dp'^ m" fR^ip'; -^ iW' l'iv;dp"; -i-, . . , 

et Ton aura, pour chacune des trois coordonnées de l'orbite de m' au- 
tour du centre commun de gravité, une équation de la forme 

^ étant une quelconque de ces coordonnées. 

117. S'il n'y avait que deux corps m et m', la valeur de V se rédui- 
rait au seul terme m fWdp\ et l'on aurait 8V'= mR' op', R' étant sup- 
posé fonction de p. 

Pour avoir la valeur de SV'' relative à ^, il faut différentier la va- 
riable 

en ne faisant varier que ûo\ y\ z\ et ensuite y substituer pour .t, j, z 
leurs valeurs 

m'jr' m'y' ro! z' 



y — — ) 



m ^ ni m 

On aura ainsi 

. , m -f- m' .c'èx'-h r'dy'-i- z'dz' 

00 zzz : 

m p 

Or, par les mêmes substitutions, on a 



' m 



«/s 
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Donc, faisant 

ravon vecteur de Torbite de m', on aura 



^ m 



et, par conséquent, 



5o'= '-—^ = or': 



00— , 



donc aussi df'=dr\ de sorte que la valeur de V deviendra, m / R'rfr, 



m-+- m' 



R' étant maintenant une fonction de r' semblable à la fonction 

m 

supposée de p'. 
Dans le cas de la nature, on a R'= -7^; donc la force R', dirigée vers 

le centre commun de gravité, sera représentée par r^ -pi^ ce qui 

est connu. 

•118. Considérons maintenant le cas où le système est composé de 
plus de deux corps, et supposons, pour simplifier la question, que la 
niasse m soit beaucoup plus grande que chacune des autres masses m', 

m" ce qui est le cas des planètes à Tégard du Soleil ; les quantités 

œ, y, z deviendront très petites vis-à-vis des quantités x\ y\ z\ a?", . . . 
dans le rapport des masses m', m", ... à la masse m, en vertu des équa- 
tions données dans l'article précédent; et Ton pourra, dans le déve- 
loppement, s*en tenir aux premières puissances de ^, j', 5, du moins 
tant qu'on ne voudra pas avoir égard aux carrés des masses. 

Comme R'est supposé fonction de p', jKdp' sera aussi une fonction 
de p' que nous dénoterons par F(p'), et la quantité R sera exprimée par 
F'(p'), suivant la notation des fonctions dérivées. Or on a 



et 



donc 



F(p^) = F(r')-.r-^ 



r'z=s,^x'*-hy'-\-z'*; 



dF(r') â¥(r') ^à¥{H) 



— y 



à y' àz' 
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et diiférentiant par S, les quantités œ, j, z demeurant constantes, 

OÙ il faudra mettre pour x^ j, z leurs valeurs 



X = — 



J=— 



m'œ'-Jf 01"^:*"-+- m"'x'^'\', . . 



m 


— 1 




• 


m 


9 


m'^'-f- m''^"-!- m^w^'-f-. . 


• 



m 



119. Supposons que la force d'attraction R' soit comme la puis- 
sance p'^ de la distance p', on aura 

F(p') = -^ , 

et la fonction F(p') sera une fonction homogène de x\ y\ z' du degré 
[A-f- 1; de sorte qu'on aura, par la propriété de ces fonctions, 

donc, diiférentiant par S et observant que 

dY(r') dY{r') àY(r') 



on aura 

ày 
Donc, si Ton fait, pour abréger. 



,-<^F(/-') ,.dY{r') ,j,dF(r') .„, ,, 
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on aura, après les substitutions, 

5F(o') = 'ii^iii^'5F(/-')4-5i:a(U')4-î^ôOr)+.... 

ci telle sera la valeur de o / R'^p' dans la différence SV (art. 116); de 

t 

sorte qu'on aura, pour le premier terme m / RVp' de V, 

m jW dp' -{m -+- iJ.m') F(r') 4- n/(ir ) + m'^(ir ) -+-.... 
où 

F(r')::^ 

Dans le système du monde, l'attraction des planètes est en raison 
inverse des carrés des distances; on a ainsi 

et l'on trouve 

_ x'jc"-^ yy-^ z'z' __ i'^ -f- r'^ — p? 



(R^) 



/•'» 2 r'* 



( n ) — 7z — n J 



r'» 2r'^ 



en faisant 



/' 



— y/^"* -+- y» -+- 5''% r"' = ^/x"^ -t- 7^'* H- 5'^S 



Donc, si Ton fait ces substitutions dans la valeur de V (art. 116), et 

(lu'on V suppose aussi R"= -777 y K = -^y • -, on aura, dans le cas de 

' - * * p,^ ' p,^ 

la nature, pour le mouvement du corps m' autour du centre commun 
de gravité, 

/• \p, ir^ ) \p. xr^ ) 

Le premier terme de V, s'il était seul, donnerait, comme on l'a vu 
dans le Chapitre I, une orbite elliptique dans laquelle g = m — 2m'; 
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et comme les autres termes sont fort petits par rapport à celui-ci, étant 
multipliés par les masses m'\ m'', . . ., supposées très petites vis-à-vis 
de m, on peut les regarder comme dus à des forces perturbatrices 
dont Teffet est de faire varier les éléments de Torbile elliptique. Ainsi 
en faisant, comme dans l'article 90, 

on pourra déterminer, par les formules données dans l'article 74, les 
variations de ces éléments. 

120. Si Ton compare cette valeur de û' qu'on vient de trouver pour 
le mouvement du corps m' autour du centre de gravité du système avec 
celle de la quantité û' pour le mouvement du même corps autour du 
corps m, on voit qu'elles sont semblables; les rayons vecteurs des 
orbites étant représentés dans celle-ci par p', p", . . . , et dans la pré- 
cédente par r, r", . .., et les quantités pj, p]" étant les mêmes dans 
l'une et dans l'autre, puisqu'elles représentent les distances recti- 
lignes du corps m' aux autres corps m", m"', . . . , il n'y a de différence 
qu'en ce qu'en changeant p', p", ... en r , r'\ . . . , il faut échanger entre 
elles les quantités r', r", ainsi que les quantités r\ r"', et ainsi des 
autres. Or, si l'on ne cherche que les variations séculaires des élé- 
ments, comme nous l'avons fait pour l'orbite de m' autour de m, il est 
facile de voir qu'on aura la même valeur de (û) pour les deux orbites 
et, par conséquent, les mêmes formules pour ces variations, ce qui est 
assez remarquable. 

Au reste, dans la valeur de û' trouvée ci-dessus, on pourrait effacer 

les termes — m'' —7-, - m ' —j-^ — . . . , parce qu'étant de la même forme 

que le premier terme ^^^^7^ — de la quantité V, ils peuvent se 

joindre à ce terme, lequel deviendrait ainsi 



1 / .m' m" 
;; ( m — - 2m — 
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de sorte que le corps m' décrirait autour du centre de gravité une 
orbite comme s'il y avait dans ce centre une masse égale à 



m' nr 



m — 2 m' ... ; 

2 2 



et les forces perturbatrices de cette orbite seraient par conséquent, 
toutes choses d'ailleurs égales, moindres que celles de Torbite du 
même corps m' autour du corps le plus gros m. 
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SECTION HUITIÈME. 



DU MOUVEMENT DES CORPS NON LIBRES ET QUI AGISSENT LES UNS SUR LES AUTRES 

d'une manière QUELCONQUE. 



1. Dans la Section précédente, nous avons supposé que les corps 
étaient libres et qu'ils pouvaient, par conséquent, recevoir tous les 
mouvements que les forces accélératrices tendaient à leur imprimer. 
Dans cette hypothèse, les coordonnées de chacun des corps peuvent 
être prises pour des variables indépendantes, et chacune d'elles donne 
une équation de la forme (Sect. VII, art. 1) 

"^ddt, d> "^ 6^ -""• 

Lorsque les corps ne sont pas libres, soit qu'ils soient assujettis à se 
mouvoir sur des surfaces ou des lignes données, soit qu'ils soient liés 
par des fils ou des verges, ou que leur mouvement soit modifié d'une 
autre manière quelconque, ces conditions, exprimées analytiquement, 
peuvent toujours se réduire à des équations de condition entre les dif- 
férentes coordonnées des mêmes corps, par lesquelles quelques-unes 
de ces coordonnées dépendront des autres et pourront être exprimées 
par des fonctions de celles-ci. Il y aura donc alors un moindre nombre 
de variables indépendantes; mais chacune de ces variables donnera 
encore la même équation que si elle appartenait à un corps libre. Ainsi 
les mêmes formules que nous avons données dans les articles 1 et 2 
de la Section précédente serviront aussi de base dans celle-ci. 

On aura aussi, quelle que soit la liaison des corps, l'équation des 
forces vives 

Ï-+-V=:H. 
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2. Si le mouvement se faisait dans un milieu résistant, nous avons 
vu, dans l'article 3 de la même Section, que la résistance R donnerait 
pour chaque corps m les termes 

dx 0,1' -h fiy 6y -h dz 6z 



• • 



ds 



à cijouter à oV; ainsi il n'y aura qu'à réduire les différences Sa-, 3)% ùz 
en différences relatives aux nouvelles variables indépendantes. 

On peut donner à cette réduction une forme générale, par l'analyse 
de l'article 4 de la Section IV; car, en nommant ^, '\f, o les nouvelles 
variables, on a vu que la quantité darox -h dycy h dzoz se trans- 
forme en 

Vd^ èl -+- G (^/; a-l -^ d'\, 5; •) -f- Il d'h o'\, -f- 1 (</; ^9 4- ^9 a?) 4- . . . , 
où l'on voit que le coefficient de S$ est 

¥dl f- i]d'h H 1^9. 

Si l'on change le o en d, alors la transformée de dar^ -h dy'^ -hdz^ 

devient 

Vd^^-^-2rEdld^]f-hUd^^-h'2\dld(p-h..., 

et si l'on désigne cette transformée par $, il est clair que l'on a 

F^4 4-G^+ 4-1^9-^- 
Il suit de là qu'on aura, en général, 

La résistance des fluides étant, en général, proportionnelle au carré 

ds 
de la vitesse -r-is étant l'espace parcouru par le corps), si l'on désigne 

par l' la densité du fluide, on aura 

ds^ 
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et les termes à ajouter à oV seront 

^ , dx djc -h dy^r -\- dz oz 

r ds ^ 

dt^ 

Donc, en retenant la signification de la lettre T de l'article l de la Sec- 
lion précédente, il n'y aura qu'à «ajouter à oV les termes 

ÔT .._ ÔT ., ^ âT . 

ôdt^ àd^ ^ or/9 ^ 

et changer ensuite m, m', m", ... en Tds, F'rfy', V^ds", ... ; car la ré- 
sistance n'étant pas proportionnelle à la masse, mais seulement à la 
surface, il n'y aura qu'à exprimer par F, F , F\ ... les résistances que 
les corps m, m', m", ... éprouveraient en se mouvant avec une vitesse 
égale à l'unité. 

Ainsi l'équation de l'article l relative à ^ deviendra 

/ il _ ^ oV dT _ 

ddl ^l "^ f^l '^ àdl "■''' 

mais l'équation des forces vives n'aura plus lieu dans ce cas. 

3. Au lieu de réduire d'abord toutes les variables du problème à un 
petit nombre de variables indépendantes, par le moyen des équations 
de condition données par la nature du problème, on peut traiter immé- 
diatement toutes les variables comme indépendantes, et si 

sont les équations de condition entre ces variables, il suffira d'ajouter 
à l'équation relative à chacune de ces variables des termes de la 
forme 

Oc, o: 



^; 



On aura ainsi, relativement à une variable quelconque ^, l'équation 

ar oT ^v . oL aM 

XII. .12 
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les quantités A, tx, ... étant dos quantités indéterminées qu'il faudra 
éliminer au moyen des équations de condition. 

A l'égard de ces équations, nous avons déjà remarqué qu'il n'est pas 
nécessaire qu'(*lles soient sous une forme finie : il suffit qu'elles soient 
différentielles du premier ordre; alors, en changeant la caractéristique 
(/ vn 0, on aura également les différences partielles relatives à chaque 
variable ?. 

Enfin, si le système était composé d'une infinité de particules jointes 
ensemble d'une manière quelconque, on suivrait, à l'égard des ternies 
dus aux équations de condition, les mêmes règles que nous avons don- 
nées dans la Section VI de la première Partie (art. 10), puisque ces 
termes sont les mêmes dans la formule générale du mouvement que 
dans celle de l'équilibre. 

1. Le problème étant réduit à un certain nombre de variables indé- 
pendantes, on aura, pour chacune de ces variables, une équation diffé- 
rentielle du second ordre, dont l'intégration introduira deux constantes 
arbitraires; de sorte que la solution complète contiendra deux fois au- 
tant de constantes arbitraires qu'il y aura de variables indépendantes, 
lesquelles devront être déterminées par l'étal initial du système. Or 
si, pendant que le système se meut, il arrive qu'un ou plusieurs des 
corps qui le composent reçoivent dans un instant donné des impul- 
sions étrangères quelconques, ces impulsions n'agissant que dans un 
instant ne changeront pas la forme des équations, mais seulement la 
valeur des constantes arbitraires; et, si les impulsions devenaient 
infiniment petites et continuelles, les constantes arbitraires cesse- 
raient d'être constantes et deviendraient variables elles-mêmes. 

Nous avons déjà donné, dans le Chapitre II de la Section précédente, 
la théorie de ces variations des constantes arbitraires pour les corps 
libres, et nous en avons fait l'application aux éléments des orbites des 
planètes; nous commencerons cette Section par la généraliser et la 
rendre applicable à tout système de corps qui agissent les uns sur les 
autres. 
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CHAPITRE I. 

FORMULES GÉNÉRALES POUR LA VARIATION DBS CONSTANTES ARBITRAIRES, DANS LE MOU- 
VEMENT d'un système QUELCONQUE DE CORPS, PRODUITE PAR DES IMPULSIONS FINIES 
ET INSTANTANÉES OU PAR DES IMPULSIONS INFINIMENT PETITES ET CONTINUELLES. 

5. En nommant^, '\f, o, ... les variables indépendantes auxquelles 
on aura réduit toutes les coordonnées ^, r, :? des corps du système, 
par le moyen des équations de condition dépendantes de la liaison 
des corps, on pourra toujours exprimer chaque constante par une fonc- 
tion donnée de ^, 'j», 9, ... et des différentielles -^» ^» ^) — Or les 

variables finies ?, 'j», 9, ... ne dépendent que de la position instan- 
tanée des corps dans l'espace et ne peuvent, par conséquent, subir 
aucun changement par les impulsions étrangères; il n'y aura donc que 

les différentielles 57' 7^' -]? dont les valeurs pourront être changées 

par ces impulsions. 

Supposons qu'elles deviennent ^7 "'^ ^» ^ -+- 4^» ^ -•- ?» • • -î '^s ac- 

* • • 

croissements Ç, 4*» ?♦ ••• seront dus aux impulsions; ce seront les 
vitesses, suivant les coordonnées Ç, ']^, 9, . . . , que les impulsions pro- 
duiraient dans le premier instant, et qu'il s'agit de déterminer. 

Soient P,Q, R, ... les forces d'impulsion appliquées à chaque corps m 
du système, suivant les directions des lignes p, q, r, . . . , et tendantes 

• • • 

a les diminuer, et soient ^, r, :; les vitesses initiales qui en résulte- 
raient dans ce corps, suivant les directions de ses coordonnées rec- 
tangles ^, j, z, et dans le sens où ces coordonnées augmentent, si tout 
le système était en repos; on aura, par l'article II de la Section II, 
l'équation 

^m(j7(îjr H- vâj -\- zdz) — |^(Pop -+- Q ôq H- Rôr -h. . .) = o, 

laquelle doit se vérifier indépendamment des variations â$, oj', §9, ... 
de chacune des variables indépendantes. Il n'y aura donc qu'à substi- 
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hier «lans eetlr équation los valeurs «le a\ v, :? et do /i, y, r, ... en 
tonetion de 5, '}• o, . .. , on remarquant que les vitesses a:, y, z peuvent 

s'exprimer, comme toutes les vitesses, par 77' 77' ■^• 
Par res substitutions, on aura la transformée 

S* • • 

m Lv o.r 4- >• 1 -f- c oc ) 1- Z o£ -f- ^* o'i/ -h 4^ 00 H- . . . , 

et si Ton faiJ, comme dans rarJicIe 62 (Section précédente), 

oi2--V^(Poi) ^Qoq 4- Il or H-...), 

on aura les équations 



- 0I2 ». oS2 ^ 6il 

Ol Q'J O'J 



lesquelles seront en même nombre que les variables $, '\f, o 

Or il est facile de voir que les quantités S, ^\ $, ... seront des 

fonctions de;, }, 9, ... et de leurs différentielles -^» -J^j '-^^ — elque 

ces différentielles ne seront autre cbose que les vitesses initiales que 

nous avons désignées ci-dessus par $, 1, o et qu'on pourra, par 

conséquent, déterminer par les équations précédentes. 

Comme les quantités .r, v, z sont équivalentes à -^» ^- j^- la quan- 

tité .r ô.r — >- ov -^ zoz pourra aussi s'exprimer par 

f/.r 6.r — (iy ov -^ <fz 6z 

Wi 

et il suit de ce que nous avons démontré ci-dessus : art. i que si. «lans 
la formule 

on substitue pour .r, v, 3 leurs valeurs en ;, l. 9 el qu'on } 

cbange ~ en ;, -j^ en i, *-^ en s, on aura, pour les différen«^ par 
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tielles relatives à ^, 4'' ?' • • • ♦ 

ô^ d^ d^ 

et les équations pour déterminer ^, t];, ^, ... seront 

^_oÛ ^_^ ^ol2 

oii Ton remarquera que ces inconnues n'y seront qu'au premier degré, 
puisqu'elles ne peuvent être qu'au second degré dans la quantité T. 

Ainsi l'effet des impulsions instantanées et finies P, Q, R, ... con- 
sistera à augmenter les différentielles ^' ^' ^' • • * ^l^s quantités ^, 
'4», ç, . . . , dans les expressions des constantes arbitraires du problème. 

6. Pour appliquer cette théorie au cas des impulsions très petites et 

continuelles, on changera P, Q, R, ... en Vdt, Qdl, Rdt, ..., ce qui 

• • • 

changera où en cildl, et les quantités S, ^, ç, ... deviendront très 

petites du premier ordre; les constantes arbitraires deviendront con- 

• • • 

tinuellement variables, et les quantités ?, ']/, ç, ... seront les varia- 
tions de^> ^> -^y • • • dans les expressions de ces constantes; de 
sorte que, a étant une des constantes devenues variables, on aura, en 

faisant ^ — ^' ^ — '!,' f^ - ©' 
faisant ^^ — ^ , ^^ _ 4; , ^^ _ ç , . . . , 

les variables finies ^, -i^, ^, ... ne recevant aucun changement; et il 

• • . 

n'y aura plus qu'à substituer pour Ç, ;[>, ç, . . . leurs valeurs tirées des 
équations données ci-dessus; mais, dans le cas présent, ces équations 
peuvent être mises sous une forme plus simple, par la considération 
suivante. 

En regardant les variables $, ;j;, o, . . . , ainsi que les différentielles ^', 
'^\ 5»', ..., comme fonctions des constantes arbitraires a, b^ c, ... et 
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(lu temps /, et désignant par o leurs variations résultantes des varia- 
tions de ces constantes, il est clair qu'on a 

"S-^ "^1 *^ "S»/)» <^l/l IVf' 

Oç = o, rjvp—o, 09 = 0, 0;' = ç, O'j» =: 4^, 09=9, ..., 

et comme les différences partielles — .-» ^— r-> •••ne contiennent que les 
premières dimensions de ^, j^. 9» •••• il est facile de voir qu'elles 

de S', 1»', ^', Ainsi, les équations dont il s'agit deviendront 



peuvent se réduire à ô^» ^tî7' ••' ^^ regardant T comme fonction 



et l'on aura 

OÙ il faudra substituer les valeurs de S^', Z'\\ Sç', ..., tirées de ces 
équations. 

Si Ton change ensuite les différences partielles de û relatives à Ç, 
'\, 9, . . . en différences partielles relatives aux constantes a^b^ c^ . . . , 
on parviendra à des formules semblables à celles de l'article 60 de la 

Section précédente, dans lesquelles les coefiîcients de -j^> -jr^ ••• 

auront la propriété dêtre indépendants du temps /; mais la démons- 
tration directe de cette propriété singulière devient très difficile, 
comme on peut le voir dans le beau Mémoire de M. Poisson sur ce 
sujet, inséré dans le Tome VIII du Journal de l^ École Polytechnique, et 
l'on ne se serait peut-être jamais avisé de la chercher si l'on n'avait 
été assuré d'avance de la vérité de ce théorème (*). 

Comme j'ai déjà donné, dans la Section V, une théorie complète des 

( M roir la Note VII à la fin du V' Volume. Les coefficients de -7— > tt» • • • sont préci- 

on 00 

sèment les expressions considérées dans cette Note. On prouve facilement qu'ils sont con- 
stants, mais Lagrange a raison de faire observer qu'on se serait difficilement avisé de les 
chercher a priori. (/. Bertrand, ) 
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variations des constantes arbitraires, je ne m'y arrêterai plus ici ; j'ajou- 
terai seulement deux remarques sur les formules de cette théorie. 

7. La première remarque est relative à la formule générale de Tar- 
licle 11 de la Section citée, laquelle, en faisant, pour simplifier, 



se réduit à 






Ml di=z-\-ll èV 4- A^j> ÔT" 4- A9 oT 

- hl AT' - Ô'I AT''- 09 AT"' - ... , 



où la caractéristique 6 indique les variations dues à toutes les con- 
stantes a, b, c, , .,y devenues variables, mais où la caractéristique A 
peut se rapporter indifféremment à chacune de ces constantes. En la 
rapportant d'abord à une quelconque de ces constantes, comme «, et 
développant les variations indiquées par â, on a tout de suite la for- 
mule 

i)il 



dt = [a, b]db -+- [a, c]dc -h [a, k]dk 



dans laquelle 



^T^ ât, dT' â'^ dT" (^9 
ôa db âa ôb ôa âb 



âa âc ôa de âa ôc 

dT' ôl ÔT" d^\> dT" d^ 
da de da de da de 



I ... 



et OÙ les valeurs des coefficients [a, 6J, [a, c], ... deviennent indépen- 
dantes de / après la substitution des valeurs de ^, '>j^, 9, . . . en a, />, 
r, ... et /. 

On a ainsi les formules auxquelles je suis parvenu d'abord dans le 
Mémoire sur la théorie de la variation des constantes arbitraires dans les 
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problèmes de Mécanique (*). M. Poisson a trouvé ensuite des formules 
plus directes, qui reviennent au même que celles que j'ai données 
dans Tarticle 18 de la Section V; mais, quoique celles-ci paraissent 
plus simples, parce qu*elles donnent immédiatement les valeurs des 
variations da, dh, ..., au lieu qu'il faut les déduire des autres par 
Télimination, cet avantage n'est qu'apparent, comme nous l'avons déjà 
remarqué plus haut (Sect. VII, art. 66); on peut même dire que, dans 
plusieurs occasions, l'avantage sera entièrement du côté des formules 
précédentes, parce qu'elles ne demandent aucune réduction préalable 
et qu'elles peuvent s'appliquer immédiatement, toutes les fois qu'on a 
l'expression de chaque variable en temps, dans laquelle les constantes 
arbitraires entrent d'une manière quelconque; c'est par cette raison 
que j'ai cru devoir les redonner ici. 

8. La seconde remarque porte sur l'étude qu'on peut donner à ces 
formules, relativement à la nature des forces perturbatrices. Nous avons 
toujours supposé que ces forces étaient telles qu'étant multipliées par 
les éléments de leur direction la somme devenait intégrable et pou- 
vait être exprimée par une fonction des variables indépendantes que 
nous avons désignée par ~ il. 

Mais nous avons déjà remarqué, dans l'article 62 de la Section précé- 
dente, que, quelles que soient les forces perturbatrices R, Q, P, ... , 

il suffit de faire 

— o£2 = Il «îr -h Q oq H- P o|) -h . . . , 

en rapportant les différences partielles relatives à la caractéristique ô 

aux seules variables r, q, p 

En général, il n'est pas nécessaire, pour l'exactitude des formules 
des variations, que les forces perturbatrices que nous avons représen- 
tées par les différences partielles -,y> -j^y -y-. ••• soient en effet des 

différences partielles d'une même quantité. On peut supposer que ces 
forces soient exprimées par des quantités quelconques, que nous dési- 

( ' ) Œuvres (h LagrangCy l. VI, p. 771 et 8oy. G. D. 
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gnerons par Q\ Cï\ Q'\ ... ; alors, au lieu de Au, dans les formules 
de Tarticle 11 de la Section V, on aura 

a' AÇ 4- iî" A^ -h a^" A(p 4-. . . , 
et Téquation de l'article précédent deviendra 

( Q' A$ -h û' A^; -h û'' A(p -h . . . ) éf/ z= -h A| dl^' 4- A^ ai'' 4- A© dT'' -4- . . . 

— (ÎÇ àT- d^ M"— ^9 AT'^- . . . ; 

d'où, en rapportant la caractéristique A à la constante arbitraire a, on 
aura également 

en regardant les variables Ç, '\f, ç, . . . comme fonctions de a, i, r, 

La même chose aura lieu pour les formules des articles 14 et 18 de 
la même Section V, en mettant partout 

a' c^l 4- fî' ^+ 4- ^'^ t/(p 4- . . . 

à la place de dCl, et rapportant aux variables ^, vp, (p, . . . les différences 
partielles de il relatives aux constantes a, p, y, ..., X, (x, v, ..., ou 

9. Enfin, on peut faire abstraction des forces perturbatrices et ne 

considérer la fonction — ù que comme une quantité qui, étant ajoutée 

à la fonction V due aux forces principales, produit les variations des 

constantes arbitraires dans les mouvements qui résultent de ces forces. 

Et comme, dans le calcul de ces variations, il n'entre que les différences 

partielles de Cl relatives aux variables indépendantes Ç, ^j^. Çf • • • > il 

n'est pas nécessaire que la différentielle dÇl soit une différentielle 

exacte; il suffit que les différentielles qu'elle contient soient elles- 
XII. 23 
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mêmes des différentielles exactes dont on puisse avoir les différences 

partielles par rapport aux variables ^, 'j/, 9 

Cette extension de nos formules, que nous avions déjà annoncée 
dans TAvertissement du Tome P% peut être utile dans plusieurs pro- 
blèmes où les forces perturbatrices ne seraient pas seulement fonctions 
des variables indépendantes $, '^f ^^ . • • » mais aussi de leurs différen- 
tielles ~> -^, -^» • • et du temps /; par exemple si, après avoir résolu 

un problème de Mécanique dans le vide, on voulait avoir égard à la 
résistance d'un milieu, comme nous Tavons fait, à Tégard des pla- 
nètes, dans la Section précédente. 

Mais la même extension ne peut pas avoir lieu à Tégard des forces 
principales qui entrent dans les équations différentielles dont l'inté- 
gration introduit les constantes arbitraires. Ces forces, multipliées cha- 
cune par l'élément de sa direction, doivent toujours former une quan- 
tité intégrale que nous avons désignée par V (Sect. IV, art. 9), et qui 
doit être une fonction des variables indépendantes sans leurs différen- 
tielles ; autrement la réduction de ces équations à la forme de l'article 2 
de la Section V n'aurait pas lieu, et l'analyse du § I de cette même Sec- 
tion cesserait d'être exacte. Rien n'empêche cependant que les expres- 
sions de ces forces ne contiennent le temps /; car, comme la quantité V 
disparait dans les différentielles partielles de Z = T — V, relatives k 
$', 'Y, ç', ..., le résultat final de l'article 7 aura toujours lieu, parce 
qu'il se trouve indépendant de V. Mais il cesserait d'avoir lieu si cette 
quantité était fonction de S, ']f, ç, ... et de ;', 'Y, ç', .... 

Nous allons maintenant résoudre quelques problèmes particuliers. 



CHAPITRE DEUXIEME. 

DU MOUTBlBlfT D*U:f CORPS SUR UNE SURFACE OU LIGNE DONNÉE. 

10. Quand on ne considère qu'un corps isolé, on peut faire abstrac- 
tion de sa masse, ou la supposer égale à i; et l'on a, comme dans l'ar- 
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ticle 3 de la Section précédente, 

Inéquation de la surface donnera :; en fonction de œ et y; on aura 
ainsi 

, àz dz , 

dz ■=! -.— dx ~h -;— dy ; 
ÔJC dy " 

et, les variables x eiy étant regardées comme indépendantes, chacune 
d'elles donnera une équation de la forme 

^_àj___ ^ ày_ 

d dx àx dx 

Le terme -^ de T donne sur-le-champ -^; le terme —37^' qui est 
censé fonction de a^, y et de dx, dy, donnera d'abord ces deux-ci 

\ ** ôx / i d dz* 
dl' 2 dx dt* ' 

àz ^ , . , èz . j à j o ^ dz ddz dz dèz . 

or 3- est la même chose que ^r-> et - j-dz^ est —3 — ou — 5 — ; donc 

ax ' ox 2 ox ox ox 

les deux termes dont il s'agit se réduiront à .^>^ : ainsi l'équation 
relative à x sera 

d^x d*z dz èV 
'dF ~^ dï^ dx~^ à^~^' 

et l'on aura pareillement, par rapport à y, 

d^y d^z dz dV 

4- TT- =0. 



dt^ dt* dy dy 

Si le corps était contraint de se mouvoir sur une ligne donnée, 

dv* 

alors y et- seraient fonctions de a?; le terme — ^li de T donnerait les 
•^ 2 dt* 

termes 

^(^^£) . d dy* 
dt* 2 dx dt* ' 
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lesquels se réduiraient de la même manière k -^ T-'y de même» le 
terme —j-. donnerait ->,"- v^» et Ton aurait, relativement à x^ qui est 
la seule variable, Téquation 

d^x d}y <5x d}z oz 5V 

'di^ '^ 'd^ ti'^ dï* àx "^ ~^ " '^' 

On voit, par l'analyse précédente, que tout terme de la quantité T 

dz^ 

qui sera de la forme *^> ^ étant une fonction donnée des deux autres 
variables x et y, donnera 

_, ^T (5T , d^z iz 

a ir-, -T- = 2 A —7-- -^j— > 

odx ùx dt^ ox 

àdy oV ~ dl^ dy^ 

réductions qui peuvent être utiles dans plusieurs occasions. 

11. Si, au lieu des coordonnées rectangles ^, v, 5, on voulait 
employer, pour la surface, un rayon ravec deux angles 9 et '^^ comme 
dans l'article 4 de la Section précédente, on aurait 

^ " ^d? ' 

où r serait donné en fonction de ^ et ç par la nature de la surface, et 
l'on aurait, relativement k ']f et 9, deux équations de la forme 

dr d r fil' ■ d^ #* o/* 

Le terme -—j-i de T donnerait -yjr -.- relativement k i;, et -j-r ~ rela- 

2 dt^ dt^ 04^ ' a/* 09 

tivement k 9; et l'on aurait ces deux équations 

, r' dh r* sin d> cos'J; do^ d* r dr dV 
dt^ ^ dt^ ^ dt^ (5'^ ^ d'^ - ^' 

r'cos*|»^9 d-r hr âV _ 

5i« "^ eS^ ô^ "^ ^9 ~ ^' 
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que les méthodes ordinaires ne donneraient qu'à l'aide de plusieurs 
réductions. 



12. Il est bon de remarquer que l'équation 

T + V = H, 

qui a toujours lieu lorsque le corps n'est animé que par des forces 
proportionnelles à des fonctions de leurs distances aux centres, donne 
tout de suite la vitesse du corps dans un point quelconque de la courbe 
qu'il décrit; car, u étant la vitesse et s l'espace décrit, on a 



u 



ds _ \Jdx^ -h c(x* -+- dz^ 



donc 



et, par conséquent, 



dt dt 



a 



u = s/2{n—\); 



de sorte que, V étant une fonction finie de scoordonnées, la vitesse ne 
dépendra que de la position du corps dans l'espace. 

Si le corps n'est animé par aucune force accélératrice, on a V = o, 
et la vitesse devient constante. Dans ce cas, comme nous avons 
démontré en général que la formule fuds est toujours un maximum 
ou un minimum dans des limites données (Sect. III, art. 39), la quan- 
tité fds^ ou 5, c'est-à-dire la longueur de la courbe décrite par le 
corps, sera elle-même un maximum ou un minimum; et il est évident 
qu'elle ne peut être qu'un minimum (*), parce que le maximum n'a 
point lieu. D'où résulte le théorème connu, qu'un corps projeté sur 
une surface quelconque y décrit toujours la ligne la plus courte entre 
des points donnés. 

(0 Cette manière de raisonner n'est pas admissible, car on doit aussi considérer le cas 
où il n*y aurait ni maximum ni minimum. On peut démontrer directement qu'entre deux 
points inGniment voisins il y a toujours minimum, roir une Note à la fm du Volume. 

(/. Bertrand.) 
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13. Mais, dans la solution de ces problèmes, il est souvent plus 
simple de regarder toutes les coordonnées comme des variables indé- 
pendantes et d'employer les équations de la surface ou de la ligne 
donnée comme des équations de condition qui, étant représentées par 

L ^= o, M = o, 

donneront simplement, pour chaque variable, les termes X^L, [xoM 
à ajouter à oV, les coefficients X, tx étant indéterminés et devant être 
éliminés. 

Or, de ce que nous avons démontré dans l'article 5 de la Section IV 
de la I** Partie, il s'ensuit que chaque terme, comme XSL, peut repré- 
senter le moment d'une force égale à 









d/» dz' 



et agissant perpendiculairement à la surface dont l'équation estrfL=o: 
par conséquent, cette force ne pourra être que celle qui vient de la ré- 
sistance que la surface oppose au corps, et qui est égale à la pression 
que le corps exerce sur la surface. 

Ainsi le coefficient X servira à déterminer la pression du corps sur la 
surface donnée par l'équation L=o; et si le corps est mù sur une ligne 
donnée, en la regardant comme produite par l'intersection de deux 
surfaces représentées par les équations L = o, M = o, les deux coeffi- 
cients X et [JL serviront a déterminer les pressions que le corps exerce 
sur cette ligne, perpendiculairement aux deux surfaces. 

14. En général, on peut assimiler le terme XSL au terme SV; et 
comme 

R, Q, ... étant les forces qui agissent suivant les lignes r, q, ..., et qui 
tendent à les raccourcir; si L est fonction des coordonnées Ç, ^^ 9, on 
aura 

â^ ^ d]f ^ do ' 
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et les termes ^^' ^Tl' ^T" exprimeront les forces qui résultent de 
la résistance de la surface dont l'équation est L = o, suivant les direc- 
tions des coordonnées Ç, 'j;, 9 (*), et qui tendent à diminuer ces coor- 
données. 

Si l'équation de la surface était ^ = a, a étant une constante, ce 
qu'on peut toujours obtenir par le choix des coordonnées, on aurait 

, ^ ÔL dL dL 

et l'équation relative k ^ (art. 3) serait 



^ ÔT àT ^ dV 



» 



les équations relatives aux deux autres variables ne recevant aucun 
changement. Ainsi l'on aura tout de suite la pression X du corps sur la 
surface en faisant, dans la valeur de X, 

Ç t= a et d^z=zo. 

Comme l'application de nos formules générales n'est sujette à 
aucune difficulté, nous nous contenterons de donner un ou deux 
exemples. 

§ I. — Des oscillations d'un pendule simple de longueur donnée, 

15. Nous prendrons l'origine des coordonnées dans le point de sus- 
pension du pendule, et nous supposerons les ordonnées s verticales et 
dirigées de haut en bas ; mais, à la place des coordonnées rectangles x, 
y, ;;, nous prendrons un rayon r qui sera la longueur du pendule, avec 
deux angles 'i^ et 9, dont le premier sera l'inclinaison du pendule à la 

( * ) Nous avons remarqué plusieurs fois dans la I^ Partie que ces assertions sont trop 
absolues. Foir les notes des pages 38, 4^ 101 et 1 19, tome précédent. Il y a lieu de faire 
ici une observation analogue. (/. Bertrand.) 
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verticale, et le second sera l'angle que le pendule décrit en tournant 
autour de la verticale. On aura ainsi 

j: — /•sin4'C0S9, v^= rsin^l'sin©, z = r cos^, 

et la quantité T deviendra, à cause de r constant. 

Il est bon d'observer que l'angle ']f que nous employons ici est le 
complément a 90^ de l'angle '\f que nous avons employé jusqu'ici, et 
qui représentait l'inclinaison du rayon r sur le plan horizontal, au lieu 
qu'ici il représente son inclinaison à la verticale. 

La force R tendant au centre des rayons r sera nulle; la force Q 
pourra être prise pour la gravité, que nous désignerons par g; et, 
comme elle doit agir parallèlement à l'ordonnée 5, et pour augmenter 
cette ordonnée, au lieu que la force Q est censée agir pour diminuer la 
distance ^, il faudra faire 

d/j^^ — dz — — r/(rcos4^), 

en supposant le centre de cette force éloigné à l'infini. Ainsi l'on aura 
simplement 

à\ ^z — g$r cos '^^ = g r sin 4^ d'\f. 

Les équations relatives à '>{; et 9 deviendront donc, en les divisant 
par r*, 

dt* dt- r ^ 

d*(s\n^^do) 

La seconde de ces équations a pour intégrale 

dT ^' 

et, la valeur de d<f tirée de celle-ci étant substituée dans la première» 
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elle devient 

d^^ C'cos'J; g . , 

-T^ -' — rr + sin J^ = o, 

a/' sin4>' r ^ 

dont l'intégrale, après l'avoir multipliée par 2^^, est 

G et E étant deux constantes qui dépendent de l'état initial. 
Cette dernière intégrale donne tout de suite 



cil — 



s\n^ci^\t 



i/(E -h 2 ^ cos^^ sin»4^ — C» 



et, comme on a par la première d^ = / , . > on aura 



f/ç z= 



sin*vl> 
Cd^\, 



sin^^i/^/^E-h ^cos4^^sin«4^-C« 



équations séparées, mais dont les seconds membres ne sont inté- 
grables que par la rectification des sections coniques. 

L'équation en / et ']/ donnera le temps que le pendule emploie à par- 
courir verticalement l'angle vp; et l'équation en o et vp donnera la 
courbe décrite par le corps qui forme le pendule, laquelle sera une 
espèce de spirale sphérique. Si l'on fait rsin'^j; = p» on aura une équa- 
tion qui sera celle de la projection de cette spirale sur le plan horizon- 
tal, entre le rayon vecteur p et l'angle 9 décrit par ce rayon autour de 
la verticale. 

16. Si l'on égale à zéro la quantité sous le signe, on a l'équation 



(e-^ ^cos4^^sin'4^ — C»=:o, 



laquelle donnera les plus grandes et les plus petites valeurs de l'angle 

d'inclinaison vp. Cette équation, à cause de sin^vp = i — cos^'^j;» ^^^ d" 
XII. 24 



186 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

troisième degré relativement à l'inconnue cos'l»; elle aura donc une 
racine réelle; mais il est facile de voir, par la nature du problème, 
qu'il no peut y avoir un maximum de j», sans qu'il y ait en même 
temps un minimum, et vice t^ersa; d'où il suit que les trois racines 
seront nécessairement réelles (*), dont deux donneront un maximum 
et la troisième un minimum. 

Désignons par a et ^ la plus grande et la plus petite valeur de '>{;, on 
aura les deux équations 

(Eh — - cos a j sin' a — C* = o, 

(e -h ^cosj3) sin«^ - 0= o, 
lesquelles donnent 

p ^ 2g(cosasin*a — cos{3sin*3) 
"" r(sin'i3— sin'a) 

p,_ 2gsin*asin'|3{cosa — cos^) 
"" r(sin*[3— sin*a) 

expressions qui se réduisent à celles-ci, plus simples. 



E = 



_ 2g(i — cos'a — cos*(3 — cosacosj3) 



r(cosaH-cosP) 



p,_ Tgsin'asin'P 
"" /-(cosa-f- cosji) 

On substituera ces valeurs dans l'équation en cos'j/, laquelle, en 
changeant les signes, est de la forme 

-^ cos'4; -+- E cos'v^ — ^ cosvl^ -h C« — E = o; 
et, par la nature des équations, son premier membre deviendra 



2 

r 



7 (cos^^ — cosa) (cos'l» — cos (3) f cos^'H- cosa h- cosj3 h j; 



(1) Cette assertion est inexacte; le polynôme en cos^ ne doit jamais changer do signe, 
et, par conséquent, cos<{/ doit toujours être compris entre les deux mêmes racines. 11 en 
résulte qu*à Tune des racines ne correspond ni maximum ni minimum. 

{J. Bertrand.) 
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cette quantité, prise avec le signe —, sera identique avec la quantité 
qui est sous le signe dans les deux dernières équations de l'article pré- 
cédent. 

Or on a, en réduisant, 

^ Er i-hcosacosâ 

cosa -+- cosp H = ^: 

2g cosa-+- cosp 

donc la quantité dont il s*agit sera 

2g, , ., , /ax/ /a I-+- COSaCOSÔX 

(cosd»— cosa)(cosai — cosp) cosp -+- ^ )• 

/• ^ /v T r/\^ r cosa -h cosp / 

17. Supposons maintenant 

cosj» = cosa siii*a -h cos^ cos'a; 

il est clair que la valeur ^ de ^, qui est supposée la plus petite, répon- 
dra à (T = o, 211, 4^^» .... et que la valeur a, qui est la plus grande, ré- 

pondra à a= -, — , — , •••,1: étant l'angle de deux droits. On aura 
ainsi 

cos^^ — cosa — (cosp — cosa) cos*a, 
cos^^— cosP=:2 (cosa — cosP) sin'a, 

, I -h cosacosô 1 -f- 2 cosacosâ h- cos*asin*a4- cos'l3cos'a 

C0Su^~l" '^^' — _ . -. .' - — — ' • 

cosa-i-cosj3 ' cosa-hcos(3 ' 

d'ailleurs on a 

s\n']fd^=z-^ dcos^=^ 2(cosP — cosa) s\n<j cos <jd<j; 

donc, faisant ces substitutions dans l'équation différentielle en / et j/ de 
l'article précédent, elle deviendra 



, 2d(T i/cos a H- cos â 



i /— (14- 2COsacosP-4- cos'asin'a-h cos'Pcos'a) 



et faisant, pour abréger. 



x« 



cosa -h cos (3 
2 H- 4cosacosP 4- cos'a 4- cos'P* 



2 = ^/14- x'(cos(3 — cosa) cos2or. 
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elle se réduira à 

Ensuite on aura 

, _ ^^dt _ /a g sinasin(3 dt 
"^ " sînVp ~ V T ^os^~cos^ sïîiNi 

X v/2 sinasin{3 r dfs da "| 

"" v^cosa-^cos(3 L('-^-cos|)2 "^ ( i — cos ij^TÏ J ' 

OÙ il faudra substituer pour cos'l» sa valeur en ces 2 a, 

cosv|^ — ^(cosa-4- cos(3) -\- ^(cosP — cosa) cos2a. 

En intégrant ces équations depuis a = o jusqu'à a = -» on aura le 

temps et Tangle de rotation compris entre le point le plus bas, où Tin- 
clinaison du pendule a la verticale est p, et le point le plus haut, où 
l'inclinaison est a; mais ces intégrations dépendent, en général, de la 
rectification des sections coniques. Si la valeur de 9 comprise entre ces 
deux limites de a est commensurable avec 1:, la spirale décrite par le 
pendule reviendra sur elle-même après un certain nombre de spires ; 
mais, si elle est incommensurable, la spirale fera une infinité de révo- 
lutions différentes. 

18. Lorsque le pendule ne fera en hauteur que des excursions assez 
petites, de manière que les angles a et ^ diffèrent peu entre eux, la 
différence cos^ — cosa sera elle-même assez petite pour que le ra- 
dical L puisse se réduire en une série convergente. 

Supposons 

x'(cosp — cosa) =r smay = , , ; 

^ ^ ' ' i-Mang'y 

la fonction S deviendra 



2== cosy v'i H- lang'y -i- 2 langy COS29. 

La fonction irrationnelle 

_i 
(1 4- lang*y -+- 2 langycos2a) ' 
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peut se réduire en une série de la forme 

A -h Bcos2(T-h Ccos4ff4-Dcos6a-+-. . ., 

dans laquelle on aura, en faisant, dans les dernières formules de l'ar- 
ticle 98 de la Section précédente, 

A = I -+- /î* lang*y -h n'* lang*y -h n"* lang'y -+-.... 
B = — 2(/ilangy -h /i/i'tang'y -+- /l'/i^lang*/ +...)» 
C = 2(/i'tang*y -h /i/i^iang^y 4- /l'/i'^lang'y -f-. . .), 



On aura donc, en substituant, 

dt= i/ (A -h B cos2(T 4- Ccos4<y H-. . ')ci(r, 

V g cosy ^ -* / » 

et, en intégrant de manière que l'intégrale commence où a = o. 



=v1 



2 X 

(A(TH-|Bsin2a -i- i-Csin4or-+-. . .)• 

cosy ♦ -t / 



En faisant <7 = 7» on aura le temps depuis le point le plus haut jus- 
qu'au point le plus bas, lequel étant nommé T, on aura 



V g cosy 



Si l'on dénote par T', T", ... les valeurs de / qui répondent à 

Sir Stt 

or — I y j • • • » 

2 2 

on aura 

T'z=i3T, T=5T, ...; 

d'où l'on voit que le pendule remontera toujours k la même hauteur au 
bout d'un temps égal à 2T, qui sera par conséquent en temps la durée 
d'une oscillation. 



190 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

19. On peut avoir de la même manière Fangle ç correspondant; 
pour cela, on fera 



cosQ — cosa 

s = sni2fx, 



2 -+- COS 3t -f- ces p 

ces (3 — ces a 



2 — COS a — cosp 

et Ton aura 



-7^ ^ sin2v, 



I -i- cos^ (2 -h cosa 4- cos^) cos*fjL(i -+- tang'fx -+- 2 tangfxcos29) 



I — cos'l» (2 — C0S3C — COS (3) cos*v (1 H- laiig*v — 2 tangv cos2a) 

Si, dans les mêmes formules de l'article 98 (Sect. VII), on fait //=zi, 
on a 



n'—i, n^—i. 



donc 



ou 



(i H- tang'fx -f- 2 tangfxcos2a)-* 

" (A) -f- (B) COS 2 or 4- (C)cos4o' -+- (D)cos6a 4-. . ., 



(A) --= I + langV -h tangV-4- langV -+-• • — TZTaïTgv' 

(B) --^ - 2 tangfx(i 4- langV -4- langV -f- . . .) ^ - 1 - tSf^ 

(C) r= 2 tangV(ï ■+- tangV -+- tangV -+-...)= TzSgi?' 



Ainsi l*on aura 

(1 4- tang*fx4- 2langfxcos2(T)-* 



— — (i— 2tangfxcos2 9 4-2lang*fxcos4ff — 2iang*fjLC0s6a 4-. . .)• 

Si l'on multiplie cette série par la suivante 

A 4- Bcos2a4-Ccos4o'4-. . ., 

le produit sera de nouveau de la forme 

A'4- B'C0S2a4- C'C0S4^4-. . ., 
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et Ton aura 

, . A — ïi tangu -4- C langV — D lanpV- • • 

I — lang'fjt 

On aura ainsi 

(A'-+- B'cosacr -h C'cos4cr H-. . .)• 



(l-+-C0S'|)2 (2 -h C0S«4-C0Sp) cos*fjtcosy 

On trouvera de même 



(V-^ B'cosacr 4- Ccos/icr 4-. . .). 



(i — cosv|y)i "" (2 — cosa — cos(3)cos*vcosy 

où l'on aura, en changeant [jl en — v, 

. / A 4- Btangv + Ctang'v -h Dlang'v -4-. . . 

A = = ; 5 • 

I — lang'v 

Faisant ces substitutions dans la valeur de d(f de l'article 17, et inté- 
grant de manière que ç soit égal à o lorsque a = o, on aura 

/ 2 A'cr 4- B' sinacr-H iC singer -H. . . i 
I -j_ * — ' 

xy/âsinasin^ 1 (a 4- cosa 4- cos|3)cosV cosy 

v/cosa4-cos(3 j aA*'cr4- B'sinacr 4- {C'sin4<7 4-. . . 

\ (a — cosa — cos(3) cos'v cosy 

En faisant a = -> on aura Tangle compris entre les plans qui passent 

par la verticale et par les points le plus bas et le plus haut de la courbe 
décrite par le pendule; et, cet angle étant nommée, on aura 



^ 



7rA'xv/âsinasin(3 



y/cosa 4- cos(3(a 4- cosa 4- cos^)cos*fJtcosy 

7rA'xv/âsinasin(3 
y/cosa 4- cosP(a — cosa — cos(3) cos*v cosy 

Comme tous les points les plus hauts, ou les sommets de la courbe, 
répondent k a =.-, — » ^— > • • • > si l'on dénote par $', $", ... les va- 
leurs de o pour a = — » — > ••) on aura 

a d 
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Ainsi l'angle compris entre deux sommets consécutifs et répondant à 
une oscillation entière du pendule sera égal à 2$. 

20. En supposant les angles a et ^ très petits du premier ordre, la 
quantité cos^ — cosa sera très petite du second, par conséquent 
l'angle y sera aussi très petit du second ordre; donc, en ne négligeant 
que les quantités très petites du quatrième ordre, on aura 

\ -zii, cosy = 1; 

donc 



=Viv/"^ 



cos a -+- cos (â 



■---75 y 



2 -i-4cosacosP -t- cos*a -h cos'Jâ 

et 2T sera, aux quantités du quatrième ordre près, le temps de l'oscil- 
lation entière. 

Si l'on néglige les quantités du second ordre, cette valeur de 2T se 

réduit à i: \/-> c'est l'expression connue pour la durée des oscillations 

très petites d'un pendule dont la longueur est r, et où l'on peut faire 
g = i; mais l'analyse précédente fait voir que cette durée est la même 
quelles que soient les oscillations, soit qu'elles se fassent dans un plan 
vertical, soit que le pendule ait en même temps un mouvement de ro- 
tation autour de la verticale. 

En conservant les quantités du second ordre, on peut simplifier la 
formule précédente, en mettant pour cosa et cos^ leurs valeurs appro- 
chées, au quatrième ordre près, i — — > 1 — ~; et, en négligeant tou- 
jours les termes du quatrième ordre, on aura pour la durée des oscil- 
lations très petites, au quatrième ordre près, l'expression 



•^wii- 



16 



21. Lorsque l'angle ^, qui répond au point le plu« bas, est nul, le 
pendule reprend toujours la situation verticale, et les oscillations se 
font dans le plan vertical ; car, en faisant ^ = o, on voit, par la formule 
de l'article 17, que l'angle o est nul : c'est le cas que l'on considère 
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ordinairement, et qui a lieu toutes les fois qu'après avoir éloigné lo 
pendule de la verticale par l'angle a, on le laisse retomber sans lui 
donner aucune impulsion; mais, pour peu que le pendule reçoive une 
impulsion dans une direction qui ne rencontre pas la verticale, il fera 
des oscillations en forme de mouvement conique, et l'angle [î ne sera 
pas nul. 

Dans ce cas, si l'on suppose aussi que les angles a et ft soient très 
petits, et qu'on néglige dans une première approximation les quantités 
très petites du second ordre, on aura 



yr=:0, \=zl, B ~ O, C = O, 



X j, X V, /» I , MJ vr, \U v#, • • • » 



a» — 3* 1 

!jL = o, sin2v=r-^; — g-, A'— I, A"— — ;.— =cos'v; 

'^ (x*-}-pt^ i-f-lang*v 



donc 






et a$ sera l'angle à la verticale compris entre deux sommets consécu- 
lifs de la courbe. Donc, si le rapport de a^ à a^-i-[3^ est rationnel, 
l'angle 2$ aura un rapport de nombre à nombre à l'angle r. de deux 
droits, et la courbe décrite par le pendule ne sera formée que d'un 
certain nombre de spires qui reviendront les mêmes; dans le cas con- 
traire, la courbe sera une espèce de spirale continue. Mais ces conclu- 
sions ne sont qu'approchées, et, pour avoir des résultats plus exacts, il 
faudra pousser l'approximation plus loin, au moyen des séries que nous 
avons données. 

Ce problème a été résolu anciennement par Clairaut, dans les Me- 
moires de r Académie des Sciences, de l'année lySS, mais d'une manièrr 
moins complète; et les résultats approchés que nous venons de trouver 
s'accordent avec les siens, en faisant [3 = o dans l'expression de T, cl 
3 = a dans celle de 4>. 



1'*) Celte formule est inexacte. M. Bravais, qui m'a fait remarquer cette inadvcrtanco 
de Lagrange, m'a remis le calcul rectifié, que nous reproduisons à la fin du Volume. 

( /. Bertrand. } 
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22. Les formules précédentes ont lieu tant que l'angle a diftère de 
l'angle p, parce que, quelque petite que soit leur différence, il y a tou- 
jours un maximum et un minimum dans les excursions verticales du 
pendule; mais, si l'on a rigoureusement a = [3, il n'y a plus de maxi- 
mum ni de minimum, le pendule forme toujours le même angle a avec 
la verticale, et, par conséquent, il décrira, dans son mouvement, un 
cône a base circulaire. 

Cette supposition est possible, parce qu'alors (arL 16 et 17) la quan- 
tité qui est sous le radical, dans la valeur de c?/, a deux facteurs égaux, 
cos'\f — cosa; de sorte que, par la théorie exposée dans l'article 83 de 
la Section précédente, on pourra (') toujours faire cos'\f = cosa; c'est 
le cas des oscillations coniques que Huygens a considérées le premier. 

Dans ce cas, l'équation (art. 1) 



(l^ = -. -— = 4/ cil 

^ sm''| V /cosa 

donnera 



V^ 



/ -" 



o r= M / —^ — ; 
• cos a 



de sorte que le temps d'une révolution entière du pendule sera exprimé 

/r cosa 
par27:Y/— ^^ — 

Pour que ce cas ait lieu, il faut donc que le pendule reçoive une 
vitesse angulaire de rotation, autour de la verticale, exprimée par 



dt y /-cosa 



laquelle ne dépend que de la hauteur du cône qu'il décrit. 

23. Si le pendule était mù dans un milieu résistant comme le carré 
de la vitesse, et dont la densité fût exprimée par F, il faudrait, pour 
avoir les équations de son mouvement, à SV ajouter les termes (art. 2) 






(*) n faut lire : on devra toujours faire cos<j/ = cosa. (/. Bertrand,) 
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en retenant l'expression de T de Tarticle II, dans laquelle r est con- 
stant. 

Ainsi l'on aura à ajouter, au premier membre de la première des 

1^ » Il 

équations différentielles de cet article, le terme — ttj--» et au premier 
membre de la seconde, le terme -^ ^• 

Par l'addition de ces termes, les équations qui étaient intégrables 
cesseront de l'être; mais, lorsque la résistance est très petite a l'égard 
de la force de la gravité, ce qui a lieu dans les mouvements lents des 
corps dans l'air, on peut résoudre ces équations par approximation, en 
substituant, dans les termes dus à la résistance, les valeurs de '\f et ç 
en / qui ont lieu dans le vide, et en cherchant les petites quantités 
que ces termes tout connus ajouteront k ces mêmes valeurs. 

F.es deux équations dont il s'agit seront 

d ( si II* 'h do ) r si II* d» ds do 

dl^ dt- ' 

La seconde, étant divisée par --^^^r-^- ^'t ensuite intégrée, donne 

~~dr"-^'' ' 

i étant le nombre dont le logarithme hyperbolique est r. 

Ensuite la première, étant multipliée par '2d'^ et ajoutée à la seconde 
multipliée par 2r/^, donne l'intégrale 

r/d»' 4- si 11* 4» r/9* 2 g cos j» 9. Y /' ds^ ^ - v 

"" Ti? 7 "^"^J dT^ ^'~^' 

à cause de r'{d'i^'^ H- sin'-^ £/^-) — ds^. 

Ainsi l'on aura les mêmes équations différentielles en /, (p et '| qu'on 
a trouvées dans l'article 11, en y substituant Ci^* à la place de C, et 

E — ^ / ^ é/s à la place de E; de sorte que l'effet de la résistance se 
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réduira à l'aire varier ces constantes dans la solution générale donnée 
plus haut (art. 13), où nous n'avons point eu égard à la résistance, et 
oii les relations entre les variables 'j», ç et / doivent se déduire des 
équations 

eu rit* SI n'y /• ^ 

Si donc on regarde les quantités C et E comme variables, on aura 

n dt- /•- \ /• ^ ! 

et 



sin'^i/En — ^cos'j» 
— ^ — (Il 

i/E-f- ^^'cos'|sin''|— C* 



Lorsque le pendule ne fait que des oscillations verticales, on a t] = o 
et, par conséquent, ds = r/j»; Téquation en E devient alors intégrable, 

étant multipliée par i '* ; l'intégrale est 



Ei"'*"=:(E)- ^ / i'''cos'W'^, 

(E) étant une constante arbitraire qui remplace la constante E, devenut» 
variable. Or on trouvera, par des intégrations par parties, 

.^1, i '•• (sin'^---,-cosM 
/ i "* cos'|^'|= ^ -r^^ L- 

donc on aura 

E = (E)i "^ --.^^(^sin'I-^cos.].); 

c'est la valeur qu'il faudra substituer à la place de E dans l'équation 
différentielle qui donne la valeur de / en j»; et, en supposant le coefii- 
cient r très petit, on aura facilement l'altération produite dans la valeur 
du temps t par la résistance du milieu. 



ï 
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24. Dans le cas du pendule, en prenant, comme nous venons de le 
faire, r, c», 4» pour les trois coordonnées, on a l'équation r=a^a étant 
la longueur donnée du pendule: donc, par Tarticle 14, en chan- 
geant H en r, on aura tout de suite la valeur de X, qui exprimera la 
force avec laquelle le fil qui retient le corps sur la surface sphériquc 
est tendu. 

Cette force sera donc exprimée par 

(5T . ÔT ÔV 

or ùdr or 

en substituant pour T et V leurs valeurs complètes 
et, faisant ensuite r constant, on aura ainsi 



oT ôT /:(t/a^*-+-siii*'W9») dV 

Car or dl^ or ^ 



et, par conséquent. 



. _ /(r/i^'-f- sin''|c^9') 



aT V 

dt^ ^ ' r r 



où Ton remarquera que 2T = u^ (art. 12); de sorte que la tension du 

fil qui forme le pendule sera exprimée par — -f- gcos>{/. 

Quand le pendule se meut dans le vide, on a, par le même article, 
c étant la vitesse lorsque '| = o, 

M*z=: îi(H — V) =: C* — 2g/-(l — COS^»); 

et la tension, désignée par X, aura pour valeur 

X=:~ — g(2 — 3C0S'{^). 

25. Nous avons supposé jusqu'ici la longueur du pendule invariable; 
mais, si cette longueur variait d'un moment à l'autre, suivant une loi 
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connue, en sorte que r fût une fonction donnée de ^ il faudrait alors 
supposer r variable dans les équations différentielles; mais on aurait 
également Sr= o, comme dans le cas de r constant : ainsi on poserait 
les équations 

,p r»(sin*d»r/9*-+-^J;*) -h ^z' ,. , 

r=^— ^ 2.7i^^^ ' ^ :^-g/C0S'^; 

l'équation relative à r n'aurait pas lieu, mais les deux autres devien- 
draient 

dt'' dt^ -ho/siny-o, ^^^ -o. 

Enfin, si le fil qui soutient le corps était élastique et extensible, en 
nommant F la force avec laquelle le fil tend à se raccourcir, et qui ne 
peut être qu'une fonction de r, il n'y aurait qu'à ajouter FSr à SV, et 
l'on aurait, pour l'équation relative à r, 

^ ^;, — ^- ^ \ " gcos'i ^ o, 

les deux autres demeurant les mêmes; et, dans ce cas, on aurait tou- 
jours l'intégrale 

ï-hV==^lI, où V= /'Fé//-grcos'f 



§11. — Du mouvement d'un corps pesant sur une surface quelconque 

de révolution, 

26. L'axe de révolution étant pris dans l'axe des z, si l'on fait 

.r=:pcos9, j = psin9, 

:; sera l'abscisse et p l'ordonnée de la courbe qui, par sa révolution 
autour de l'axe des abscisses, forme le solide proposé. Ainsi l'on aura 
une équation entre z et p, par laquelle :; sera une fonction donnée 

de p. 
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Si, maintenant, on suppose l'axe des z vertical et les ordonnées z 
dirigées de haut en bas, on aura 

et, prenant p et o pour les deux variables indépendantes, on aura tout 
de suite (art. 1 1) les deux équations relatives à ces variables, 

(1^0 odo- fd-z \oz ,0^ do 

Si Taxe des z n'était pas vertical, mais incliné à la verticale de l'angle a, 
la valeur de T demeurerait la même, mais celle de V deviendrait 
— g(5C0sa — ;r sina); de sorte qu'il n'y aurait qu'à changer dans la 
première équation g en gcosa, et ajouter à son premier membre le 
terme gsinacosç, et ajouter aussi au premier membre de la seconde 
le terme gsinasino. 

En général, quelque changement qu'on fasse à la position de la sur- 
face ou de la ligne sur laquelle le corps se meut, la valeur de T d'où 
naissent les termes différentiels de l'équation ne change pas; il n'y a 
que celle de V qui dépend de la position de la surface ou de la ligne. 
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SECTION NEUVIEME. 



SLR LE MOUVEMENT DE UOT.VTIOX 



L'importance el la difficulté de cette question m'engagent à y des- 
tiner une Section à part et à la traiter à fond. Je donnerai d'abord les 
formules les plus générales et, en même temps, les plus simples pour 
représenter le mouvement de rotation d'un corps ou d'un système de 
corps autour d'un point. Je déduirai ensuite de ces formules, par les 
méthodes de la Section IV, les équations nécessaires pour déterminer 
le mouvement de rotation d'un système de corps animés par des forces 
quelconques. Enfin je donnerai différentes applications de ces équa- 
tions. 

Quoique ce sujet ait déjà été traité par plusieurs géomètres, la 
théorie que nous allons en donner n'en sera pas moins utile. D'un 
côté, elle fournira de nouveaux moyens de résoudre le problème 
célèbre de la rotation des corps de figure quelconque; de l'autre, elle 
servira à rapprocher et réunir sous un même point de vue les solutions 
qu'on a déjà données de ce problème, et qui sont toutes fondées sur 
des principes difTérents, et présentées sous diverses formes. Ces sortes 
de rapprochements sont toujours instructifs et ne peuvent qu'être très 
utiles aux progrès de l'Analyse; on peut même dire qu'ils lui sont né- 
cessaires dans l'état où elle est aujourd'hui; car, à mesure que cette 
science s'étend et s'enrichit de nouvelles méthodes, elle devient aussi 
plus compliquée, et l'on ne saurait la simplifier qu'en généralisant et 
réduisant, tout à la fois, les méthodes qui peuvent être susceptibles de 
ces avantages. 
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CHAPITRE PREMIER. 

SUR LA ROTATION d'uN SYSTÈME QUELCONQUE DE CORPS. 

§ I. — Formules générales relatives au mouvement de rotation. 

Les formules différentielles trouvées dans la P* Partie, pour ex- 
primer les variations que peuvent recevoir les coordonnées d'un sys- 
tème quelconque de points, dont les distances sont supposées inva- 
riables, s'appliquent naturellement à la recherche dont il s'agit ici; car 
cette supposition ne fait qu'anéantir les termes qui résulteraient des 
variations des distances entre les différents points. En sorte que les 
termes restants expriment ce que dans le mouvement du système il y a 
de général et do commun à tous les points, abstraction faite de leurs 
mouvements relatifs; or c'est précisément ce mouvement commun et 
absolu que nous nous proposons ici d'examiner, 

1. Reprenons les formules de l'article 55 de la Section V, que nous 
avons trouvées par une analyse directe fondée uniquement sur la sup- 
position que les points du système conservent entre eux les mêmes 
distances. En y changeant la caractéristique o en d, on aura, pour le 
mouvement absolu du système, ces trois équations 

dx zzzdl -h z d\[ — y dN, 
dy = d^jL H- X <iN — z dL, 
ds = f/v -^y dL — X rfM, 

dans lesquelles ar,j, z représentent, à l'ordinaire, les coordonnées de 
chaque point du système par rapport à trois axes fixes et perpendicu- 
laires entre eux, et où rfX, d\k, dv, dL, dM, dN sont des quantités indé- 
terminées, les mêmes pour tous les points, et qui ne dépendent que du 
mouvement du système en général. 

XII. 26 
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Soient maintenant x\ y\ z' les coordonnées pour un point déterminé 
du système; on aura donc aussi 

dx^— dl 4- z' dSi - Y'd^, 
dy^dyi-[-x'd^ - z'dL, 
dz'—d)i -h/dL —x'dM; 

par conséquent, si Ton retranche ces formules des précédentes et 
qu'on fasse, pour plus de simplicité, 

on aura ces équations différentielles 

dans lesquelles les variables ^, y), ^ représenteront les coordonnées 
des différents points du système, prises depuis un point déterminé du 
même système, point que nous nommerons dorénavant le centre du 
système. 

Ces équations étant linéaires et du premier ordre seulement, il suit 
delà théorie connue de ces sortes d'équations que, si l'on désigne par 
^', l\ i"' trois valeurs particulières de Ç, et par y]', yj", r^ et Xj, X,\ X^ 
les valeurs correspondantes de y] et !^, on aura les intégrales com- 
plètes 

l z=z ai' -^ bl" ^ cK% 
1) z= an' -^ bri" -^ en" , 

K =ar-f-é»r4-cr, 

a, by c étant trois constantes arbitraires. 

Il est clair que \\ y]', XJ ne sont autre chose que les coordonnées d'un 
point quelconque donné du système, et que de même ^", y]", J^" et ^'^, 
Y]*', î^"' sont les coordonnées de deux autres points du système aussi 
donnés à volonté, ces coordonnées ayant leur origine commune dans 
le centre du système. 

Ainsi, en connaissant les coordonnées pour trois points donnés, on 
aura, par les formules précédentes, les valeurs des coordonnées pour 
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tout autre point dépendant des constantes a, b^ c; mais il faut chercher 
les valeurs de ces constantes. 

2. Si l'on suppose, ce qui est permis, que dans l'état initial les trois 
points donnés se trouvent placés dans les trois axes des coordonnées 
et à la distance i de Torigine, il est clair qu'on aura alors 

l'=\, yî' = o, Ç'=ro; 
H'—o, ff—o, r=i; 



ce qui donnera 



Ç r= rt, Yî = ô, ç = c. 



Ainsi les quantités a, 6, c ne seront autre chose que les coordonnées 
d'un point quelconque du système rapportées aux mêmes axes. Mais, 
par le mouvement du système, les axes de ces coordonnées changent 
de place dans l'espace, en demeurant fixes dans le système, puisque 
ces coordonnées sont constantes pour un même point et ne varient 
que d'un point à l'autre. La position de leurs axes, dans un instant 
quelconque, par rapport aux axes immobiles des \, y], !^, ne dépendra 

que des coefficients ^', $", \^^ y)', r\\ En effet, si l'on fait b = o, 

c = o, ce qui donne 

l^ai:, t^^af^\ X^^aX; 

et, par conséquent. 



il est facile de voir que les coefficients $', yj', X^ sont les cosinus des 
angles que l'axe des a fait avec les axes des Ç, yj, X». On voit de même, 
en supposant a et c nuls à la fois, ensuite a et 6 nuls ensemble, que les 
coefficients $", r{^ J^" sont les cosinus des angles de l'axe des 6, et les 
coefficients \^^ y)", X^ sont les cosinus des angles de l'axe des c, avec 
les mêmes axes des ^, y], ^. 

3. Comme ces coefficients représentent, en général, les coordon- 
nées de trois points donnés du système qu'on a supposés distants de 
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l'origine (rime quantité i et placés au commencement sur les axes 
des coordonnées rectangles «, b, c, on aura premièrement ces trois 
équations 

i'^-h Yî'«-^ r ir: I, r'î-^ rj-'î-^ î"»^ ,, ^«^î^. yj-^î-^ ;^*=: ,. 

Ensuite, à cause que les distances mutuelles de ces points sont les 
hypoténuses de triangles rectangles dont les côtés sont i, on aura 

Ce: - r )' -^ (rî' - r/ y -+- (r - r )' = 2, 

d'où l'on tire ces trois équations 

Ainsi l'on a, entre les neuf coefficients ^\ $", i'% yj', yj", ..., six équa- 
tions de condition par lesquelles ils se réduisent à trois indéterminées. 

4. Au moyen de ces équations, les expressions générales des coor- 
données H» Y], ^ de l'article 1 satisfont à la condition primitive que la 
distance entre deux points quelconques du système demeure inva- 
riable. En effet, si ^, yj, 'C sont les coordonnées d'un de ces points, et 
$,, y),, ^^ les coordonnées d'un autre point, le carré de leur distance 
sera exprimé par 

et si l'on désigne para,, 6,, c, les coordonnées relatives aux axes des 
a, b, c pour le second point, on aura les valeurs de Ç,, y),, ^, en chan- 
geant tty b, c en a,, 6,, c, dans celles de ^, y), X,. 

Faisant ces substitutions dans l'expression précédente, et ayant 
égard aux six équations de condition, elle se réduira a 

{a — a,y-\-{b-b,y-\-{c-c,y 

et sera, par conséquent, constante pendant le mouvement. D'où l'on 
peut conclure que ces six équations de condition sont les seules néces- 
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saires pour faire en sorte que la position respective des différents 
points du système ne dépende que des constantes a, b, c, et nullement 

des variables Ç', y]', Xj, 

Au reste, il est clair que les coordonnées $, y), C ne sont que Jes 
transformations des coordonnées a, b, c, et que les six équations de 
condition sont le résultat de la condition générale 

c'est ce qu'on voit par la comparaison de ces formules avec celles de 
l'article 15 de la Section III de la F* Partie, dans lesquelles les coor- 
données X, y, 5, x\ y\ z* répondent à Ç, y), !^, a, />, c, et les coeffi- 
cients a, p, y, a', p', y', a", ^\ y" répondent à $', \\ \\ t)', ï]", r/', 

^'. C". C^ 

5. Si l'on ajoute ensemble les expressions de ^, y), X^ de l'article I, 
après les avoir multipliées respectivement par $', yj', J^', ensuite par ^", 
/]^ C\ et enfin par \"' , r\ ^ C'^, on aura tout de suite, par les équations 
de condition de l'article 3, ces formules inverses 

« = ;?' -4- TQYî' -h ÇÇ', 

et ces valeurs de a, b, c étant substituées dans l'équation 

qui doit avoir lieu, quelles que soient les valeurs de $, y), î^, donne- 
ront, par la comparaison des termes, ces nouvelles équations de con- 
dition 

>^» 4-r» -^i"^ =1, rï'* -hri"* -f-Y)'^* =1, r H-r* -+-r' =i, 

5'yî'-4-r-0"-H4''^'^=O, l'I^'^l^y'^V^^m^^^ ^/Ç/_j,^'rç.^^«rç«r^^^ 

lesquelles sont nécessairement une suite de celles de l'article 3, 
puisque les unes et les autres résultent également de cette condition 
générale 

;* -+- tq' -+- Ç* = a* -i- ô* -4- c*. 
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6. Mais, si Ton cherche directement les valeurs de a, b, c par la 
résolution des équations de l'article 1, on aura, d*aprës les formules 
connues, 



b — 



c = 



A- 
k 

£(vr-vç')-i-Y)(ç'?''-r$')-f-ç(Ç'Y)^-$^rî'') 



en supposant 

k ■= Ç'-n'^Ç'"'- ■r)'Ç''Ç«'4- Ç'^^'Yi*'- ?'rri*4- tiT^- C'-^'^. 

Ces expressions doivent donc être identiques avec celles de l'article 
précédent; ainsi, en comparant les coefficients des quantités Ç, y], Z, on 
aura les équations suivantes : 

n' r - rî'^ î' =1 A?'', Ç' ^'' -K'I'^ A'Yî'^, ?' -n' - ?" yj' = A-r. 
Or, si l'on ajoute ensemble les carrés des trois premières, on a 

le premier membre peut se mettre sous cette forme 

(^'''-h ri^^'-i- r«) (^''«-h rî"'*-+- r*) - ($'$"-+- Yî''rî''-h rr)»; 

donc, par les équations de condition de l'article 3, cette équation so 

réduit à 

iz^k\ d'où k — ±\. 

Pour savoir lequel des deux signes on doit prendre, il n'y a qu'à 
considérer la valeur de k dans un cas particulier; or le cas le plus 
simple est celui où les trois axes des coordonnées a, A, c coïncide- 
raient avec les trois axes des coordonnées Ç, yj, J^, auquel cas on aurait 

l — a, fi — b, ç = c, 
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et, par conséquent, par les formules de l'article 1, 

. ?'=:!, -n'zr:,, ^=1, 

et toutes les autres quantités ^", ^'\ ... nulles. En faisant ces substi- 
tutions dans l'expression générale de k, elle devient i. Donc, on aura 
toujours 

7. Comme, entre les neuf indéterminées Ç', ^'', ^'", yj', y]", y]'", JJ', JJ", 
î", il y a essentiellement six équations de condition, on peut réduire 
toutes ces indéterminées à trois; et il suffirait d'y réduire les six Ç', Ç", 
^'» 'rfWf ^ ^ par le moyen des trois équations de condition 

ç/i_HV*-hr»=:i, r'-^^''-Hr'=N ?'r-+-^'V'-Hrî'=o, 

puisque les trois autres $'", y]"', 5^"" sont déjà connues en fonctions de 
celles-là par les formules précédentes. 

Mais cette réduction se simplifie beaucoup en employant les sinus 
et cosinus d'angles; on peut même y parvenir directement par les 
transformations connues des coordonnées. 

En effet, puisque Ç, y], 5^ sont les coordonnées rectangles d'un point 
quelconque du corps par rapport à trois axes menés par son centre 
parallèlement aux axes fixes des coordonnées x, j, z, et que a, A, c 
sont les coordonnées rectangles du même point par rapport à trois 
autres axes passant par le même centre, mais fixes au dedans du 
corps, et, par conséquent, de positions variables à l'égard des axes 
des Ç, Y), î^, il s'ensuit que, pour avoir les expressions de Ç, yj, X, en a, 
A, c, il n'y aura qu'à transformer de la manière la plus générale ces 
coordonnées dans les autres. 

Pour cela, nous nommerons w l'angle que le plan des coordonnées a, 
b fait avec celui des coordonnées H, ^» et ^^ l'angle que l'intersection 
de ces deux plans fait avec l'axe des \\ enfin nous désignerons par o 
l'angle que l'axe des a fait avec la même ligne d'intersection : ces trois 
quantités co, ^, ç serviront, comme l'on voit, à déterminer la position 
des axes des coordonnées a, />, c relativement aux axes des coordon- 
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nées Ç, Y), ^; et, par conséquent, on pourra, par leur moyen, exprimer 

ces dernières en fonction des autres. 

Si, pour fixer les idées, on imagine que le corps proposé soit la 
Terre, que le plan des ab soit celui de Téquateur, et que l'axe des a 
passe par un méridien donné; que, de plus, le plan des ^r\ soit celui 
de Técliptique, et que l'axe des ^ soit dirigé vers le premier point 
iVArieSy il est clair que l'angle co deviendra l'obliquité de l'écliptique, 
que l'angle ^ sera la longitude de l'équinoxe d'automne, ou du nœud 
ascendant de l'équateur sur l'écliptique, et que ç sera la distance du 
méridien donné à cet équinoxe. 

En général, ç sera l'angle que le corps décrit en tournant autour de 
l'axe des coordonnées c, axe qu'on pourra, à cause de cela, appeler 
simplement Vaxe du corps; 90^— co sera l'angle d'inclinaison de cet 
axe sur le plan fixe des coordonnées Ç, y); et ^ — 90** sera l'angle que 
la projection de ce même axe fait avec l'axe des coordonnées \. 

Cela posé, supposons d'abord que l'on change les deux coordon- 
nées a, b en deux autres a\ b\ placées dans le même plan, de telle 
manière que l'axe des a' soit dans l'intersection des deux plans, et que 
celui des b' soit perpendiculaire à cette intersection; on aura 

Supposons ensuite que les deux coordonnées b\ c soient changées 
en deux autres b'\ c\ dont l'une h" soit toujours perpendiculaire à 
l'intersection des plans, mais soit placée dans le plan des Çt], et dont 
l'autre c'soit perpendiculaire à ce dernier plan; on trouvera pareille- 
ment 

b'^i= 6'cosw — csinw, c'r=ccosti) -+- ^'sinw. 

Enfin, supposons encore que l'on change les coordonnées a\ b'\ qui 
sont déjà dans le plan des Çy), en deux autres a'\ 6'", placées dans ce 
même plan, mais telles que Taxe des a" coïncide avec Taxe des Ç; on 
trouvera de la même manière 
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Et il est visible que les trois coordonnées a', h"', c' seront la même 
chose que les coordonnées ^, y;, X,, puisqu'elles sont rapportées aux 
mêmes axes; de sorte qu'en substituant successivement les valeurs 
de a\ h'\ h\ on aura les expressions de Ç, yj, X^ en a, A, c, lesquelles 
se trouveront de la même forme que celles de l'article l, en supposant 

^' =r-h cosçcos'j' — sinç sin^'coso), 
^ ^=- — sin9 cos^" -— coscp sin^^cosw, 

no), 

x\\ "f-sin^ cos^cosw, 
n^ -h C0S9 cos^" coso), 
no), 

na), 





-h sin^j^ s 


n' 


-h C0S9S 


r/ 


— sin9 s 


Y)" 


-— cos^^s 


y 

^ 


-h sin9 s 


S 


-f-cos9S 


y» 


— -h COSCi). 



Ces valeurs satisfont aussi aux six équations de condition de l'ar- 
ticle 3, ainsi qu'à celles de l'article 5, et résolvent ces équations dans 
toute leur étendue, puisqu'elles renferment trois variables indétermi- 
nées Ç, ^, (0. 

En substituant ces valeurs, les expressions des coordonnées Ç, yj, ^ 
deviennent plus simples; mais il est utile d'y conserver les coeffi- 
cients $', Y]', î^', ..., pour maintenir la symétrie dans les formules et 
en faciliter les réductions. 

8. Comme les quantités l\ r\^ Xj sont des valeurs particulières de 
Ç, y], 2^, elles doivent satisfaire aux équations différentielles de l'ar- 
ticle 1 entre ces dernières variables; ainsi l'on aura 

di'^K'iM-fi'd^, dn'-l'd^-ri'dU d>:'=n'dL-t,'dM, 
et Ton aura de même 



en,' = K'dM -ti'dS, 


drt" - ï' dS r dL. 


rf;' = ri' dL - l' rfM, 


dS,'=K'diA n'd\, 


dr)'—l'd}i Ç'rfL, 


d!:' - n' dL ï-rfM. 


XII. 




V 



à 
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De là on peut tirer facilement les valeurs des quantités dL, rfM, rfN 

en fonctions de $', r/, 5^', Ç", En effet, si Ton ajoute ensemble les 

valeurs de rfî^', dZ,", dX^\ après les avoir multipliées par r/, r/', r\\ on 
aura, en vertu des équations de condition, 

On trouvera de même, en multipliant rf^', rf$", rf;'' par ^', C, C'» et r/yj', 
^7)% r/rj'' par $', ^", ?'% 

crSz=zç,' dn' 4- r d-n" 4- ^'^ rfr^'". 

Ayant ainsi les valeurs de dL, dM, rfN en fonctions de C. 'Q\ 2^'", . . . , 
si Ton y substitue les valeurs de ces dernières quantités en fonctions 
des angles 9, j», w (art. 7), on aura, après les réductions, ces expres- 
sions assez simples 

dL = sin^'sinwd/ç -h cos^'^o), 
dM =— cos'|sino)c^9 4- sin^dt»), 

f/N = COSO) e/9 -r ^4^. 

9. L'axe autour duquel le système peut tourner en décrivant 
l'angle 9, et dont la position dépend des deux angles ^ et co, est 
supposé fixe dans le système et mobile dans l'espace; mais nous 
avons vu, dans la Section III de la V^ Partie (art. 11 et 12), qu'il y a 
toujours un axe autour duquel le système tourne réellement dans 
chaque instant, et que nous avons nommé axe instantané de rotation. 
On peut déterminer aussi la position instantanée de cet axe, ainsi 
que l'angle élémentaire de la rotation, par des angles analogues aux 
angles j», co, ç, et que nous désignerons par 4*» w, 9; car, les expres- 
sions de rfL, rfM, rfN étant générales pour telle position qu'on veut 
do l'axe de rotation 9, elles auront lieu aussi pour l'axe instantané de 
rotation en y changeant '|, w, 9 en v}^, w, 9. Mais, comme la propriété 
de ce dernier axe est d'être immobile pendant un instant, il faudra que 
les différentielles rf^, rfco, dues au changement de position de cet axe, 
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soient nulles; de sorte qu'on aura pour Taxe dont il s'agit 

sin 4» sin w r/9 =r ^L, 
cos^sino3C^9 = — ^f, 
cos (iid:^^=zdS; 

d'où l'on tire 



• 
c'est l'angle de la rotation instantanée que nous avons dénoté par rfO 
dans l'endroit cité de la F*" Partie. 

On aura ensuite la position de cet axe par les deux angles co et '^; 
mais, pour le rapporter aux axes fixes des $, y], Î, il suffit de consi- 
dérer qu'ayant pris Taxe des c pour l'axe de rotation, on a, pour tous 
les points de cet axe, a = o, h = 0; donc, si l'on désigne par ?, r^, Z 
les coordonnées qui répondent au point où c est égal à i, et qui sont 
en même temps les cosinus des angles que l'axe de rotation fait avec 
les trois axes des Ç, yj, J^, on a, par les formules de l'article 8, 

y, dL - dM - dS 

acp «9 «9 

En effet, ces valeurs de f, y], ^ rendent nulles celles de leurs diffé- 
rentielles, comme on le voit par les formules de l'article 1, ce qui 
est la propriété de tous les points de l'axe instantané de rotation, et 
par laquelle nous avons déterminé cet axe dans la Section III de la 
P*^ Partie. 

On voit par là que les quantités r/L, rfM, ^N répondent exactement 
aux angles de rotation que nous avons dénotés par r/'^, rfco, r/^ dans la 
Section que nous venons de citer, et que nous avons conservés dans la 
Section III ci-dessus. 

10. Si, maintenant, on substitue ces mêmes valeurs de ^, yj, Ç dans 
les expressions générales de a, A, c de l'article 5, a la place de i, yj, Ç, 
on aura les valeurs des coordonnées a, 6, c qui répondent à l'axe 
instantané de rotation, et que nous désignerons par a, ï, c. Ainsi, 



À 



- ^P T dQ - dR 
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en faisant, pour abréger, 

dP = i' dL-\- n' dU 4- K' d^, 
dQ ^ r dL -H Y)' ^M -h r dS, 
dW ^l^dL-^- Yî'^^M -r r ^N, 

ce qui donne, par les équations de condition de l'article 5, 

^pi 4. c^Qî -^ dl\} = dU -\- dW -t- d^^ = d^^ , 
on aura 

d(f d(p d(^ 

expressions entièrement semblables à celles des f, y), Ç, dans les- 
quelles on voit que les quantités rfP, rfQ, c^R ( * ) répondent aux quan- 
tités dL, rfM, rfN. Et ces valeurs de a, î, c seront pareillement les 
cosinus des angles que l'axe de rotation fait avec les axes des coordon- 
nées a, 6, c. 

H. Pour avoir les valeurs de rfP, rfQ, rfR exprimées par les 
variables Ç', yj', Xj, Ç", ..., il ne s'agira que de substituer à la place 
de rfL, rfM, rfN les valeurs données dans l'article 8. Mais, pour obtenir 
les formules les plus simples, il conviendra de mettre ces dernières 
valeurs sous la forme suivante, qui est équivalente à celle de l'article 
cité en vertu des équations de condition données à l'article 5, 

2 <™= r ^1' -H r di" H- r ^r - ^' «r:' - ?" ^^ - r ^'', 

2^ = 5' dr,'-^ l" dn'-i- i'" drr - t)! d"^ - y) V^" - ff di,\ 

On aura ainsi, en substituant et ordonnant, les termes 

2 t/P =:-i- {X r/- n'^'' ) dÇ 4- (?' Y)''- n'?'^ ) dx: 

-^ (r 5^ - X X:)dr{^ {X! r - Ç' r )t/rî^ 
-4- (Yî'Ç"' - r r)'') e/r -^ ( Vr - r r)^) ^^; 

(1)0 faut bien remarquer que Lagrange définit ici les quantités </P, ^, </R, sans s'in- 
quiéter de savoir si les expressions auxquelles il donne ce nom sont intégrables, en sorte 
qu'il n'existe, en réalité, aucune fonction des variables actuelles qui puisse représenter P, 
Q, R. Celte remarque est essentielle pour Tintelligence de l'article liS, page 199. 

(/. Bertrand.) 



\ 
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ce qui se réduit, par les formules de rarticle 6, à 

2 dP = r t/r- r^'^H- -n^dn'- n"dn"-h ^^4' - ^vr, 

et enfin, par les trois équations de condition de l'article 5 différentiées, 
à cette expression simple 

et Ton trouvera, de la même manière, 

dQ m 4' dl^-h n' drr-\- C dX.'y 
d^ — i"dij 4- n'd-n' -h Ç"^'. 

Si Ton substitue pour $', Ç", Ç'% ... leurs valeurs en ^, (o, ç de l'ar- 
ticle 7, on a, après quelques réductions, 

fl^P = sin 9 sin w rfvp 4- COS9 û^o), 
e/Q = cos 9 sin ct) t/^j^ — sin 9 e/w, 
ûrtl = e/9 4- cos w rf^j^. 

12. Il est facile de se convaincre que ces valeurs de a, Â, c rendent 
également nulles les différentielles des coordonnées ?, yj, 2^; car, en dif- 
férentiant et faisant c?^ = o, dr\=^o, (tCr=o dans les formules de 
l'article 1, changeant ensuite a, 6, c en a, î, c, pour les rapporter à 
l'axe instantané de rotation, on a les trois équations 

adl' ^Idl" ^cdi"' — o, 
adn' -^ bdn''-\- cdn'z=io^ 

En les ajoutant ensemble, après les avoir multipliées successivement 
par Ç', Y]', X,\ par \'\ r{\ C et par $'% ri'\ î'', et ayant égard aux équa- 
tions de condition de l'article 2, on a 
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En ayant ensuite égard aux trois autres équations de condition de 
l'article 5, et supposant les valeurs de rfP, rfQ, dR données ci-dessus, 
ces trois équations deviennent 

cr/Q — 7ié/K = o, âdl\ — cdP — o, bdP — âdQzizo, 

auxquelles satisfont évidemment les valeurs a, b^ c données ci-dessus. 

13. De même que les quantités rfL, rfM, rfN servent à exprimer d'une 
manière uniforme les différentielles des quantités ^', $", Ç'% ..., comme 
on Ta vu dans l'article 8, on peut aussi exprimer ces différentielles par 
les quantités rfP, rfQ, rfR. 

En effet, si l'on prend les trois équations 

?' d^'-h r/ ^r/-+- r <= o, 

et qu'on les ajoute ensemble après les avoir multipliées successive- 
ment par i', ^", l'\ par r{, yj", y]'\ et par î^', 2^", J^'^, on aura tout de suite, 
parles équations de condition de l'article 5, 

dl' :=^'dW — r ^/Q, 
dr/ =: n' dR - •n'' dQ, 

r/r = r ^H - r c^Q. 

De même, les trois équations 

l-'r/?''-^ Yî-^^rî^H- r'<"== ^P, 

étant multipliées successivement par Ç', ^", ^"^ yj', yj'', yj'*, et par ^\ ^"^ 

^CTf et ensuite ajoutées ensemble, donneront, par les mêmes équations 

de condition, 

d^' =z f ^P - ^' dR, 

drr^-n'^dP^r/dR, 

dK" = C dP->:' dR. . 
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Enfin les équations 

l' ci^'^-^-n' dn^-^K' (i^''=dQ, 

r ^r'H- rr dn"'-h V dr=z - r/P, 

donneront de la même manière 

dc^'^z^l' dQ--^" dP, 

drr=r)'dQ-rrdP, 
d(r — K'dQ- Ç" ^P. 

14. Par le moyen de ces formules, on peut représenter d'une ma- 
nière fort simple les variations des coordonnées Ç, yj, 2^, lorsqu'on veut 
considérer à la fois le changement de situation du système autour de 
son centre et le changement des distances mutuelles des points du sys- 
tème. Pour cela, il est clair qu'il faut différentier les expressions de ^, 
Y), X,, en regardant en même temps comme variables toutes les quan- 
tités $', Y)', î^'. Y]", ..., ainsi que a, b, c\ ce qui donne 

dl -adcl^hdl' -^cdl" -^"c; da-^l' dh^l" de, 
df\ z=iad-n'-h bd-ff-Jr c dn"^ -h W da -hn"db -^n" de, 
dr^—adX:-^ bdti" ^cd^'^-i-K' da-hK" db-^ C de; 

substituant les expressions de e^', ^y)', d^\ (ïi'\ ... qu'on vient de 
trouver, et faisant, pour abréger, 

da'zzz da-\- cdQ — b dlX, 
db'=db-\'ad\k — edV, 
dc'z^de-hbdP — adQ, 

on aura ces formules différentielles très simples, 

dl=^' da'-^ l' db'-^ l" dc\ 
dn = n'da'-h ri" db'-i- n" dc\ 
dK =ii:' da'-hK' db'-^K^dc'. 

Et si l'on différentié ces expressions, qu'on y substitue de nouveau 
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pour d^'y dt]\ dQ, (Ci" , ... les valeurs trouvées ci-dessus, et qu'on fasse 
encore, pour abréger, 

d}a"— ^a'-h dd dQ - db'dR, 
d' b"— d^ ù'-h da'dR - de' dP, 
d^c'—d'c' H- db'dP — da'dQ, 

on aura les différentielles secondes 

rf»S =^' d^a'-h^^'d^b'-hl^d^c", 
d^-n = Wd^a'-h ri'd^b'-h n'd^c", 
d^^ — r:' d^a'-^ Vd^b'-^ ^ d*'c\ 

On voit que ces différentielles premières et secondes sont sem- 
blables aux expressions finies de Ç, yj, X, (art. 1), et que les quantités 
^', Y)', X,\ \'\ ... y entrent de la même manière; il en serait de même 
des différentielles de tous les autres ordres, ce qui rend l'emploi des 
quantités rfP, rfQ,rfR très avantageux dans les calculs relatifs à la rota- 
tion. 

15. Mais il y a une remarque importante à faire sur l'emploi de ces 
quantités : c'est que, quoiqu'elles se présentent sous la forme différen- 
tielle, on se tromperait en les traitant comme telles dans les différen- 
tiations relatives à la caractéristique S. Ainsi il n'est pas permis de 
changer simplement SrfP en r/SP, ... dans la valeur ST. 

Nous observerons d'abord que rien n'empêche de changer dans les 
formules différentielles de l'article 13 la caractéristique ^ en o, ce qui 
introduira, dans les valeurs des variations S$', Sy)', Sî^', S^", . . ., les trois 
indéterminées SP, SQ, ôR, qui serviront à réduire toutes ces variations 
à trois arbitraires. 

Ainsi, ayant trouvé (art. 13) 

dP = l^di'-^ rrdn'-^ XTdx:, 
on aura de même, en changeant rfen o, 

et ainsi des quantités c/Q, c/R, qui deviendront SQ et SR. 



SECONDE PARTIE. - SECTION I\. 217 

Maintenant on aura, en différentiant dP suivant S, 

SdP = i^Sdl^-^n^dcln'-h râ<'-f- o^''r/?"-+- ^n^cW-^- 5r ^r, 
et, en différentiant SP par d. 

Mais ô^$'\ ldr{'\ 8d^" sont la même chose que d8^\ rfâyj", rfS^, 
parce que les quantités ^", yj", C sont des variables finies; donc on 
aura 

ô ^P - ^ 3P = -h de," dl"-h an" dn'-^ ôr dK" 

- dl'' ôf - rfrî'" w- dcr dr. 

Substituons pour d>, dr{\ dXj' et e/^", dr{\ ctQ' leurs valeurs en dP, rfQ, 
e/R (art. 13), et pour 8^", Sy]'', Sî;", S$'% Sy]", Sr les valeurs analogues qui 
viennent du changement de la caractéristique rfen 8; on aura, par les 
équations de condition de l'article 2, 

t/;'^ à^'-h dn" èn"-^ dl^^ori"-- dQ âR ; 

donc 

ddP=:ddP-^dQm-dRdQ, 

Et, par un calcul semblable, on trouvera 

ddQ^zdàQ-hdRÔP — dP ÔR, 
ddi\z=z d àR -h dP àQ-- dQdP. 



Ici se termine ce que l'on a pu trouver d'entièrement achevé sur le mouvement do rota- 
tion dans les manuscrits de M. Lagrange. Nous nous proposons de continuer ce Chapitre 
avec les paragraphes de l'ancienne édition, en profitant de plusieurs changements indiqués 
dans l'exemplaire de M. Lagrange. Nous renfermerons dans une Note placée à la fin du 
Volume quelques fragments relatifs à ce sujet, qui devaient servir de matériaux à un para- 
graphe sur les équations générales du mouvement de rotation d'un système quelconque de 
corps; ils sont dans un état trop incomplet pour entrer dans le texte, et cependant les 
géomètres regretteraient de ne pas les connaître. 

(Note des éditeurs de la deuxième édition,) 
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§ II. — Equations pour le mouvement de rotation d* un corps solide 

animé par des forces quelconques. 

16. Nous venons de voir dans le paragraphe précédent que, quelque 
mouvement que puisse avoir un corps solide, ce mouvement ne peut 
dépendre que de six variables, dont trois se rapportent au mouvement 
d'un point unique du corps, que nous avons appelé le centre du sys- 
tème ( ^ ) et dont les trois autres servent à déterminer le mouvement de 
rotation du corps autour de ce centre. D'où il suit que les équations 
qu'il s'agit de trouver ne peuvent être qu'au nombre de six au plus; et 
il est clair que ces équations peuvent, par conséquent, se déduire de 
celles que nous avons déjà données dans la Section III, §§ I et II, les- 
quelles sont générales pour tout système de corps. Mais, pour cela, il 
faut distinguer deux cas, l'un quand le corps est tout à fait libre, 
l'autre quand il est assujetti a se mouvoir autour d'un point fixe. 

17. Considérons d'abord un corps solide absolument libre; prenons 
le centre du corps dans son centre même de gravité, et nommant x\ 
y', z' les trois coordonnées rectangles de ce centre, m la masse entière 
du corps, D/w chacun de ses éléments, et X, Y, Z les forces accéléra- 
trices qui agissent sur cet élément suivant les directions des mêmes 
coordonnées; nous aurons, en premier lieu, ces trois équations 
(Sect. III, art. 3) 

dans lesquelles la caractéristique ^ dénote des intégrales totales rela- 
tives à toute la masse du corps; et ces équations serviront, comme l'on 
voit, à déterminer le mouvement du centre de gravité. 

( *) On lit dans la première édition : le centre du corps, (/. Bertrand.) 
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En second lieu, si l'on désigne par Ç, yj, 5^ les coordonnées rectangles 
de chaque élément Dm, prises depuis le centre de gravité et parallèles 
aux mêmes axes des coordonnées x\ y\ z' de ce centre, on aura ces 
trois autres équations (Section citée, art. 12) 

Or nous avons prouvé, dans le paragraphe précédent, que les valeurs 
des quantités $, yj, ^ sont toujours de cette forme 

n ■= ar/-h bri"-\- en'', 

et nous y avons vu que, pour les corps solides, les quantités a, h, r 
sont nécessairement constantes par rapport au temps et variables 
uniquement par rapport aux différents éléments D/w, puisque ces 
quantités représentent les coordonnées rectangles de chacun de ces 
éléments, rapportées a trois axes qui se croisent dans le centre du 
corps et qui sont fixes dans son intérieur; qu'au contraire les quan- 
tités 5', $", . . . sont variables par rapport au temps, et constantes pour 
tous les éléments du corps, ces quantités étant toutes des fonctions de 
trois angles 9, '|, w qui déterminent les différents mouvements de 
rotation que le corps a autour de son centre. Si donc on fait, dans 
les équations précédentes, ces différentes substitutions, en ayant soin 
de faire sortir hors des signes § les variables ç, 'j», w et leurs diffé- 
rences, on aura trois équations différentielles du second ordre entre 
ces mêmes variables et le temps /, lesquelles serviront a les déterminer 
toutes trois en fonctions de /, 

Ces équations seront semblables à celles que M. d'Alembert a trou- 
vées le premier, pour le mouvement de rotation d'un corps de figure 
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quelconque, et dont il a fait un usage si utile dans ses recherches sur 
la précession dos équinoxes. 

Par cette raison, et parce que d'ailleurs la forme de ces équations 
n'a pas toute la simplicité dont elles sont susceptibles, nous ne nous 
arrêterons pas ici à les détailler; mais nous allons plutôt résoudre 
directement le problème, par la méthode générale de la Section IV, 
laquelle donnera immédiatement les équations les plus simples et les 
plus commodes pour le calcul. 

18. Pour employer ici cette méthode de la manière la plus générale 
et la plus simple, on supposera, ce qui est le cas de la nature, que 
chaque particule Dm du corps soit attirée par des forces P, 0» R» • • •» 
proportionnelles à des fonctions quelconques des distances p, q, r, ... 
de la même particule aux centres de ces forces, et on formera de là la 
quantité algébrique 

n =/( P clp^Qd7j-\-Y\dr->r...). 

On considérera ensuite les deux quantités 

en rapportant la caractéristique intégrale |^ uniquement aux éléments 
Dm du corps et aux quantités relatives à la position de ces éléments 
dans le corps. 

On réduira ces deux quantités en fonctions de variables quelconques 
Ç, ^, ç, ..., relatives aux divers mouvements du corps, et l'on en for- 
mera la formule générale suivante (Sect. IV, art. 10) 

(ÎT dT ^\^. 



^-"^'"^d^ ai ' ol) 



^^-rr4-|j;)ô'^ 



(• 



iL _ il ov 
jT _ aj av\. 

àd^ ^9 o(^ J 
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Si les variables $, '|, ç, ... sont, par la nature du problème, indé- 
pendantes entre elles (et Ton peut toujours les prendre telles qu^elles 
le soient), on égalera séparément à zéro les quantités multipliées par 
chacune des variations indéterminées ôi, Sj», 09, . . ., et Ton aura ainsi 
autant d'équations entre les variables $, j», 9, ... qu'il y aura de ces 
variables. 

Si les variables dont il s'agit ne sont pas tout à fait indépendantes, 
mais qu'il y ait entre elles une ou plusieurs équations de condition, on 
aura, par la différentiation de ces équations, autant d'équations de 
condition entre les variations 8^, S]^, §9, .. ., par le moyen desquelles 
on pourra réduire ces variations à un plus petit nombre. 

Ayant fait cette réduction dans la formule générale, on y égalera 
pareillement à zéro chacun des coefficients des variations restantes; et 
les équations qui en proviendront, jointes à celles de condition don- 
nées, suffiront pour résoudre le problème. 

Dans celui dont il s'agit ici, il n'y aura qu'à faire usage des trans- 
formations enseignées dans le paragraphe précédent. Ainsi l'on sub- 
stituera d'abord a'-j-Ç, 7'-+- yj, s'-f-!^, au lieu de ^r, y, z; ensuite 
al^ -^ b> -i- cl''\ ar{-^br{'^cr(\ aX: ^ bX:' ^ cX:\ au lieu de $, y], l 
(art. 1); enfin, mettant pour ^', r\\ ... leurs valeurs en ç, vp, w de l'ar- 
ticle 7, on aura les quantités T, V exprimées en fonctions des six va- 
riables indépendantes x\ j', :;', 9, vp, w, k la place desquelles on 
pourra encore, si on le juge à propos, en introduire d'autres équiva- 
lentes; et chacune d'elles fournira, pour la détermination du mouve- 
ment du corps, une équation de cette forme 

^ ôT aT av 

6 dOL OOL ÙOL 

CL étant une de ces variables. 

19. Commençons donc par mettre dans l'expression de T, à la place 
de ccj y, z, ces nouvelles variables x'-\-\, J-*-^. ^ -+■ ^» et, faisant 
sortir hors du signe ^ les x\y\ z\ qui sont les mêmes pour tous les 
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points (lu corps, puisque ce sont les coordonnées du centre du corps, 
la fonction T deviendra 



S-^SC'-^^)»" 



idt^ 

dx'^dl Dm 4- dy^dn Dm -+- ^^ § t^ Dm 

_i_ ^^_^^_^^^^_^_^^_^^— — — ^^^.^— .^-^^_^^-^^-^^_^— - ■ • 

dt^ 

Cette expression est composée, comme Ton voit, de trois parties, 
dont la première ne contient que les seules variables x\ y, z' et ex- 
prime la valeur de T dans le cas où le corps serait regardé comme un 
point. Si donc ces variables sont indépendantes des autres variables ^, 
Yj, 2^, ce qui a lieu lorsque le corps est libre de tourner en tous sens 
autour de son centre, la formule dont il s'agit devra être traitée sépa- 
rément, et fournira pour le mouvement de ce centre les mêmes équa- 
tions que si le corps y était concentré; ainsi cette partie du problème 
rentre dans celui que nous avons résolu dans les Sections précédentes, 
et auquel nous renvoyons. 

La troisième partie de l'expression précédente, celle qui contient 
les différences doo\ dy\ dz' multipliées par les différences rf$, rfy), rf^, 
disparait d'elle-même dans deux cas : lorsque le centre du corps est 
fixe, ce qui est évident, parce qu'alors les différences dx\ dy' y dz' des 
coordonnées de ce centre sont nulles; et lorsque ce centre est supposé 
placé dans le centre même de gravité du corps, car alors les intégrales 
§t/$D/w, §rfyiD/w, §û?2^D/w deviennent nulles d'elles-mêmes. En effet, 
en y substituant pour rf$, rfy), dX^ leurs valeurs ad^-^-hdH^'-^- cSC^ 
adri-^bdri^-^cdrî", adXj-^ bdX^-^- cdXj" (article précédent), et fai- 
sant sortir hors du signe j§ les quantités d^\ d^'\ . .., qui sont indé- 
pendantes de la position des particules dm dans le corps, chaque 
terme de ces intégrales se trouvera multiplié par une de ces trois 
quantités, §aD/w, ^iD/w, ^cDm; or ces quantités ne sont autre 
chose que les sommes des produits de chaque élément Dm, multiplié 
par sa distance à trois plans passant par le centre du corps et perpen- 
diculaires aux axes des coordonnées a, i, c; elles sont donc nulles. 
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quand ce centre coïncide avec celui de gravité de tous les corps, par les 
propriétés connues de ce dernier centre. Donc aussi les trois inté- 
grales ^d^Dm, j§rfy)D/w, ^di^Dm seront nulles dans ce cas. 

Dans l'un et dans l'autre cas, il ne restera donc à considérer dans 
l'expression Tque la formule 






qui est uniquement relative au mouvement de rotation que le système 
peut avoir autour de son centre, et qui servira par conséquent à déter- 
miner les lois de ce mouvement, indépendamment de celui que le 
centre peut avoir dans l'espace. 

20. Pour rendre la solution la plus simple qu'il est possible, il est à 
propos de faire usage des expressions de rfi, rfy), rfÇde l'article 14, les- 
quelles donnent, en faisant da = o^ db = o, de = o, 

di*-hd'n^-hdt:^={cdQ—bdny-{-(adH-cdPy-^(bdP — adQy 

— 2bcdQdR — 2ac dP rfR — 2abdP dQ. 

Or, les quantités a, 6, c étant ici les seules variables, relativemeni 
à la position des particules Dm dans le corps, il s'ensuit que, pour 
avoir la valeur de ^{d^'^ -h dri^ -h dl^^)Dm, il n'y aura qu'à multiplier 
chaque terme de la quantité précédente par Dm et intégrer ensuite 
relativement à la caractéristique C, en faisant sortir hors de ce signe 

les quantités t/P,^Q, t/R, qui en sont indépendantes. Ainsi la quantité 

Q/dE*-^dn^-hdZ*\j^ . . , 
IS( " 2dt^ J^"^ deviendra 

\ dP^ -^ l\ dQ^ -h C dï{^ _ F dQ dW -h (i dP dn -i^ U dP dQ 

2 de* ~ dt* ' 

en faisant, pour abréger, 

A =1^ S {b'-^c*) I)/7i, B ru §(a»4- c») Dm, C =z § (a«4- 6») Dm, 
F=§6cD/w, CM^.^acDm, H-^abl)m. 
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Ces intégrations sont relatives à toute la masse du corps, en sorte 
que A, B, C, F, G, H doivent être désormais regardées et traitées 
comme des constantes données par la figure du corps. 

21 . Si Ton fait, pour plus de simplicité, 

ciV ciQ d{\ 

Vl=^^ cU^'J^ ~dt^''' 

on aura, en ne considérant dans la fonction T que les termes relatifs au 
mouvement de rotation, 

T— i ( A/^«-4- Bv'-i- (>•) — Yqr — (\pr - llprjf; 

A 

ainsi,Tn'étant fonction que de/?, y, r, on aura, en différentiant selon o, 

ôp 0*1 or 

Or, par les formules de Tarticle il, on a 

_ si n 9 si n « d^]^ -h cos o ^o 

p_-_ _^^ . . ., 

cos 9 sinwr/'>[^ — sinod/o) 

,/_ _^^_ _ . , 

_ r/9 H- COSwrf'l» 
,. __ — ; 



donc [di étant toujours constant) 



\ôp ' ôq ^ ) ' dr dt 

/ÔT . . dT ÔT \ od'h 

-+- 1 -— sino smc) -h -. - coso smco -h -c— cosw ) --7- 
\0p ^ ôq ^ dr ) dt 

(dT . dT dT , \ dh^f., 

-^ -T- sin9C0SG) -+- -7-COS9 cosw ^,- sinw | — ^, — 

\dp ^ dq ^ dr ) dt 

l dT dT , \ ô r/r,) 
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d'où l'on aura sur-le-champ, pour le mouvement de rotation du corps, 
ces trois équations du second ordre 

dr âT ÔT ÔV 

dt dp ' dq^ 09 



./(TT . . ()T . aT \ 

d{ -r— sincp smci) H- -Y-cos9Sinw 4- -y-^cosw j 






A regard de la quantité V, comme elle dépend des forces qui solli- 
citent le corps, elle sera nulle si le corps n'est animé par aucune force; 

amsi, dans ce cas, les trois quantités j"» xr' "^ seront nulles aussi, 

et la seconde des trois équations précédentes sera intégrable d'elle- 
même; mais l'intégration générale de toutes ces équations restera 
encore fort difficile. 

En général, puisque V = j^IID/w, et que II est une fonction algé- 
brique des distances/?, y, . . . (art. 18), dont chacune est exprimée par 



VV -/)' 4- (7 - À' .)'-+- (^ -h)\ 



en désignant par/, ^, h les coordonnées du centre fixe des forces, il 
n'y aura qu'à faire dans la fonction II les mêmes substitutions que ci- 
dessus, et, après avoir intégré relativement à toute la masse du corps, 
on aura l'expression de V en ç, vp, co, d'où l'on tirera par la différentia- 

lion ordinaire les valeurs de t-j tt' t-> Qui sont les mêmes que celles 

09 0'4» 00) * * 

^^ 5"' 51* 5~"* Comme ceci n'a point de difficulté, nous ne nous y 

arrêterons point; nous remarquerons seulement que les équations pré- 
cédentes reviennent à celles que j'ai employées dans mes premières 

recherches sur la libration de la Lune. 

XII. 29 



"-g(^^^ 
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22(*). Quoique l'emploi des angles ç, '|, w paraisse être ce qu'il y 
a de plus simple pour trouver par notre méthode les équations de la 
rotation du corps, on peut néanmoins parvenir encore plus directe- 
ment au but, et obtenir même des formules plus élégantes et plus com- 
modes pour le calcul dans plusieurs cas, en considérant immédiatement 
les variations des quantités rfP, ^Q, rfR données par les formules de 
l'article 15, savoir 

odQ-doQ-^dRoP-dPèn, 

ddl\ — dàW ^dPÔQ—dQ (5P; 

substituant ces valeurs dans §T et mettant/?, y, r pour -ît^-j^» -it' on 
aura 

dT /dôQ ,_ ,„\ 

ôpy-dT-^^'^"'^'^)' 

Quant aux termes relatifs à la variation de V, puisque V devient 
une fonction algébrique de ^', $", $'", y]', . .., après la substitution de 
.r' -h al' -f. b> -h cl\ y 4- ari' -f- 6y]" -+- cri'\ z' -h al' -h bC -h c^ au 

lieu de x, j, s, le signe intégral § n'ayant rapport qu'aux quantités a, 
A, c, il n'y aura qu'à différentier par S et mettre ensuite pour S^', 
âS". ... leurs valeurs en SP, 8Q, 8R; ainsi, puisque 



( * ) Ce paragraphe est un de ceux qui n'ont pas été reproduits tels qu'ils étaient dans la 
première édition; les résultats auxquels on parvient sont absolument les mêmes, mais la 
rédaction est simplifiée par le renvoi à l'article 15, qui ne se trouve pas dans la première 
édition. (7. Bertrand.) 
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on aura dans la même équation les termes suivants provenant de SV : 

^1 a'^R - r"'aQ)+ ^1 (r^p-?' m) 



Donc enfin, rassemblant tous les termes multipliés par chacune des 
trois quantités SP, BQ, BR, on aura une équation générale de cette 
forme 

dans laquelle 

^ dl' ' Or,' ^ dX"' 
d'i dT dl V, d\ , d\ ^, d\ 



^<^) = -^ + '*5^-/'57 + ''5| 



du' * <^r 



, „ . d/- dT dT ,, dV . dV „, dS 

^ de" ^ dr," ^ dr 

Ht, comme les trois quantités oP, cQ, SR sont indépendantes entre 
elles, et en même temps arbitraires, on aura donc ces trois équations 

particulières 

{P) = o, (Q) = o, (R)=^o, 

lesquelles, étant combinées avec les six équations de condition entre 
les neuf variables "%, ^", ... (art. 5), serviront à déterminer chacune 
de ces variables. 

On peut mettre, si l'on veut, sous une forme plus simple les termes 
de ces équations dépendants de la quantité Y. Car, puisque Y = ^11 D/n, 
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on aura (à cause que le signe § ne regarde point les variables ^\ 

^^ ) 
»» » • • * / 



>m, 



et comme n est une fonction algébrique de 

«;'-h6$'-^c;^ ay,'^-^yi''-+-CYî^ «r-h/^^rH-cr. 

il est aisé de voir qu*en faisant varier séparément a, b, c, on aura 
et ainsi de suite; de sorte qu'on aura, de cette manière, 

^ 5f ^ ^ ' ^"^ W^^ 07'"^ à^'OV àc-'^db)^'^' 

^-^ Jf-^^ J^^--"^ ôî'^^V^b-^ô^r'^' 



Mais, si cette transformation simplifie les formules, elle ne simplifie 
pas le calcul, parce qu'au lieu de l'intégration unique contenue dans V, 
on en aura trois a exécuter. 

23. Lorsque les distances des centres des forces au centre du corps 
sont très grandes vis-à-vis des dimensions de ce corps, on peut alors 
réduire la quantité II en une série fort convergente de termes propor- 
tionnels aux puissances et aux produits de a, b, c, de sorte que l'inté- 
gration §nD/w n'aura aucune difficulté : c'est le cas des planètes, en 
tant qu'elles s'attirent mutuellement. 

Si la force attractive P est simplement proportionnelle à la dis- 
tance/?, en sorte que V = kp, k étant un coefficient constant, le terme 

I Pdp de la fonction II (art. 18) devient = —y et, comme p est ex- 



primé , en général , par \/(ir — /)'* 4- (7 — gy -h (5 — A)*, en dési- 
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gnant par/, gy h les coordonnées du centre des forces, le terme dont 
il s'agit donnera ceux-ci : 

Donc, substituant pour or, y, z leurs valeurs ic'-hÇ, y' -h y;, s'-h s. 
multipliant par Dm, et intégrant selon ^, on aura, dans la valeur de 
V= §nD/w, les termes suivants : 

Or 
donc 

S? Dm = l' §a ï^m 4- I' §6 Dm -h l'' §c Dm, 

et ainsi des autres; et (art. 5) 

§(Ç»-i-y)«-hÇ*)Dm=§(a«4-6»4-c«)Dm 

sera égal à une constante que nous désignerons par Ë. 

Mais, si Ton prend pour le centre arbitraire du corps son centre 
même de gravité, on a alors 

^aDm = o, Q^Dm^zo, QcDmzzro, 

comme nous l'avons déjà vu ci-dessus (art. 19). Ainsi, dans ce cas, la 
quantité V ne contiendra, relativement à la force dont il s'agit, que 
les termes 

de sorte que toutes les différences partielles ^> t^» ••• seront nulles. 

D'où il s'ensuit que l'effet de cette force sera nul par rapport au 
mouvement de rotation autour du centre de gravité. 



M 
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Et, comme l'expression précédente V, au terme constant — près, est 

la même chose que si tout le corps était concentré dans son centre, 
auquel cas x = x\ y =y\ z = z\ on aura pour le mouvement pro- 
f^ressif de ce centre les mêmes équations que si le corps était réduit à 
un point; car les différences partielles de V relativement aux variables 
x\ y\ z' seront les mêmes que dans cette hypothèse. 

Si l'on veut considérer le corps comme pesant, en prenant la force 
accélératrice de la gravité pour l'unité et Taxe des coordonnées z di- 
rigé verticalement de haut en bas, on aura 

P =1 1 et p^=.h — z\ 

donc 

/'l> dp — h — z^h-z'—aX:— hx:— cr ; 

de sorte que la quantité V contiendra, à raison de la pesanteur du 
corps, les termes 

(// - z^) § D/7Ï -- Ç' §a Dm - X," §6 \Sm ~ r ^c \Sm. 

Ainsi, si le centre du corps est pris dans son centre de gravité, les 
termes qui contiennent les variables J^', J[", ... disparaîtront, et, par 
conséquent, l'effet de la gravité sur la rotation sera nul, comme dans 
le cas précédent. La valeur de V, en tant qu'elle est due à la gravité, 
se réduira alors à (A — :;')§D/7î, c'est-à-dire à ce qu'elle serait si le 
corps était réduit à un point en conservant sa masse §D/w; donc aussi 
le mouvement de translation du corps sera le même que dans ce cas. 



s^ m. — Détermination du mouvement d'un corps grave de figure 

quelconque. 

24. Ce problème, quelque difficile qu'il soit, est néanmoins un des 
plus simples que présente la Mécanique, quand on considère les choses 
dans l'état naturel et sans abstraction; car, tous les corps étant essen- 
tiellement pesants et étendus, on ne peut les dépouiller de l'une ou de 
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Tautre de ces propriétés sans les dénaturer, et les questions dans les- 
quelles on ne tiendrait pas compte de toutes les deux à la fois ne 
seraient par conséquent que de pure curiosité. 

Nous commencerons par examiner le mouvement des corps libres, 
comme le sont les projectiles ; nous examinerons ensuite celui des corps 
retenus par un point fixe, comme le sont les pendules. 

Dans le premier cas on prendra le centre du corps dans son centre 
de gravité, et comme alors l'effet de la gravité est nul sur la rotation, 
ainsi qu'on vient de le voir, on déterminera les lois de cette rotation 
par les trois équations suivantes (art. 22) : 

dp dl ÔT 

(A) ^ ôq Ô'ï Ô'ï 

(it dp ^ dr ' 

ôr ffX d'ï 

' ctt ^ oq dp 

en supposant (art. 21) 

_dV _ dQ dl\ 



et 



T=i - (A/>»4- 6^*4- G/«) — Yqr - Çjpv - Wpq. 



A l'égard du centre même du corps, il suivra les lois connues du 
mouvement des projectiles considérés comme des points; ainsi la dé- 
termination de son mouvement n'a aucune difficulté, et nous ne nous 
y arrêterons point. 

Dans le second cas, on prendra le point fixe de suspension pour le 
centre du corps, et, supposant les coordonnées :: verticales et dirigées 
de haut en bas, on aura (art. 23) 

V zn (« - c') § Dm - Ç' §a Dm - ï' §* *^'" " ^^ S^ ^'" ' 
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d'où l'on tire 

^ ^ - §« Dm, ^ = - s* "'"' ^' =^ S^"'"' 

et toutes les autres différences partielles de V seront nulles; de sorte 
que les équations pour le mouvennent de rotation seront (art. 22) 



d^ 



d^ 



\ 



les quantités §aD/w, §iD/w, j^cD/w devant être regardées comme des 
constantes données par la iigure du corps et par le lieu du point de 
suspension. 

25. La solution du premier cas, où le corps est supposé entièrement 
libre, et où Ton ne considère que la rotation autour du centre de gra- 
vité, dépend uniquement de l'intégration des trois équations (A). 

Or il est d'abord facile de trouver deux intégrales de ces équations; 

car : i° si on les multiplie respectivement par -t-> y-> -t-> et qu en- 
suite on les ajoute ensemble, on a évidemment une équation inté- 
grable, et dont l'intégrale sera 



fâiy /^Tv fàjy ,, 



/^ étant une constante arbitraire. 

2"^ Si l'on multiplie les mêmes équations par p, q, r et qu'on les 
ajoute ensemble, on aura celle-ci 
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laquelle, à cause que T est une fonction de p, q, r uniquement et que 

/iT tYV éYV 

par conséquent dî = -j- dp ■+- -r- dq -h ji dr, est aussi intégrable, son 
intégrale étant 

drr dT dT „ ,- 

h^ étant une nouvelle constante arbitraire. 

En mettant dans ces équations, au lieu de T, -p» ^> ^-j leurs va- 
leurs, on aura deux équations du second degré entre /?, y, r, par 
lesquelles on pourra déterminer les valeurs de deux de ces variables 
en fonctions de la troisième; et, ces valeurs étant ensuite substituées 
dans une quelconque des trois équations (A), on aura une équation 
du premier ordre entre / et la valeur dont il s'agit; ainsi l'on pourra 
connaître par ce moyen les valeurs de/i, q, r en /. C'est ce que nous 
allons développer. 

Je remarque d'abord qu'on peut réduire la seconde des deux inté- 
grales trouvées a une forme plus simple, en faisant attention que, 
puisque Test une fonction homogène de deux dimensions de/?, q, /% 
on a, par la propriété connue de ces sortes de fonctions, 

dp oq or 

ce qui réduit l'équation intégrale dont il s'agit à 

laquelle exprime la conservation des forces vives du mouvement de 
rotation. 

Je remarque ensuite que, comme la quantité 

/ c^T c^T\* / dl âiy ( ffX d'ï\^ 

Vlq-'^d-r)~-\!'Tr-'Tp)'^\^Tp"^^) 

est équivalente à celle-ci 

XII. 3o 
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laquelle devient 

en vertu des deux intégrales précédentes, on aura une équation diffé- 
rentielle plus simple en ajoutant ensemble les carrés des valeurs de 

Air /îT /■îT 

d j-y rfy-, rfy; daus Ics trois équations différentielles (A), équation 

qu'on pourra aussi employer à la place d'une quelconque de celles-ci. 
De cette manière, la détermination des quantités/^, q, ren i dépendra 
simplement de ces trois équations 

T = h\ 
/(?T\» /()T\» /f^T\« ., 

dans lesquelles 

26. Cette détermination est assez facile, lorsque les trois con- 
stantes F, G, H sont nulles; car on a alors simplement 



donc 



Trz::-(A/?«-hB(7«-+-Cr«); 



dp '^ ôf] Or 



de sorte que les trois équations à résoudre seront de la forme suivante : 

Ayy» -+-B<7« -hGr« ==2/j«, 
AV -f-B«7* +G»/* =/\ 

Si donc on fait p^ -hq^ -{- r^=^ u et qu'on tire les valeurs de /?, 7, r 
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de ces trois équations, 

p'-h <7*-H r*= //, 
A />«-+- B <7»-f-C r^—ih\ 
AV'-HB»<7»+C*/'=r /«, 

on aura 

, BCM-^2A»(BH-C)-i-r 

^~ (A-B)(A->C) ' 

,_ ACf/ — ta/<'(A - f-C)-4-/' 
^- (H-A)(B-C) ' 

, AB// — 9.//V\-f-B)-i- r 

(C--A)(C-B) ' 

ces valeurs étant substituées dans l'équation différentielle ci-dessus, 
le premier membre de cette équation deviendra, après les réductions, 



di^ - 



4[BCtt — a/i*(B 4- C) -f-/«J [AC w — 2/j«( A -H C) -h/«J [ABw — 2 A*(A -+- B) -+-/•] e//*^ 

et le second membre deviendra /^w — 4^\ de sorte qu'en divisant 
toute l'équation par/^w — 4^* et tirant la racine carrée, on aura 
enfin 

ABCr/« 



2 v/- [BCtt — 2 /i*(B -h C) -+-/*] [ ACm — 2 A«(A 4- C) -h/*] [ AB w - 2 AM A -+- B) -f-/»] 

d'où l'on tirera par l'intégration / en //, et réciproquement. 

27. Supposons maintenant que les constantes F, G, H ne soient pas 
nulles, et voyons comment on peut ramener ce cas au précédent, au 
moyen de quelques substitutions. 

Pour cela, je substitue à la place des variables/?, y, rdes fonctions 
d'autres variables x, j, r, qu'il ne faudra pas confondre avec celles 
que nous avons employées jusqu'ici pour représenter les coordonnées 
des différents points du corps; et je suppose d'abord ces fonctions 
telles que l'on ait 

/?' 4- 7* -h r' =z ;r' H- /' H- 5'. 

Il est évident que, pour satisfaire à cette condition, elles ne peuvent 
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être que linéaires et, par conséquent, de cette forme 

p—.p'x -\- p" y -^ p" q^ 7 " q' ^ -+- 7"/ -r- 7*^^» r^- r' x h- r"}^ -h r' z. 

Les quantités p\ p" y p"', q\ ... seront des constantes arbitraires entre 
lesquelles, en vertu de l'équation 

/?' -h 7* H- r' — a:' -f- y* -+- s', 
il faudra qu'il y ait les six équations de condition que voici : 

pft _i_ q^t .^ ,.'î — I, p'f/ 4- q'q" _|_ ,' r" — o, 

pfi _}_ qft 4_ /'"i ~ I ^ p'p" _|_ ^'y*' ^ r' /-^ -: o, 

de sorte que, comme les quantités dont il s'agit sont au nombre de 
neuf, après avoir satisfait à ces six équations, il en restera encore trois 
d'arbitraires. 

Je substituerai maintenant ces expressions de/?, y, rdans la valeur 
de T, el je ferai en sorte, au moyen des trois arbitraires dont je viens 
de parler, que les trois termes qui contiendraient les produits xy^ xz, 
yz disparaissent de la valeur de T, en sorte que cette quantité se 
réduise à cette forme 

a 

Mais, pour rendre le calcul plus simple, je substituerai immédia- 
tement dans cette formule les valeurs de ^r, j, z en /?, y, r, et, compa- 
rant ensuite le résultat avec l'expression de T, je déterminerai non 
seulement les arbitraires dont il s'agit, mais aussi les inconnues a, p, 
Y. Or les valeurs ci-dessus de /?, q, r, étant multipliées respectivement 
par/?', q\ r\ par/?'', y", r" et par/?'", q'", r*^, ensuite ajoutées ensemble, 
donnent sur-le-champ, en vertu des équations de condition entre les 
coefficients p\p\ .... 

X —p'p H- q'q -h rV, y — p" p 4- q'' q H- r" r, z ^ p' p H- (f q -4- r' r. 

La substitution de ces valeurs dans la quantité ^^ "^ P/ "^ .Zj, e^ i^ 
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comparaison avec la valeur de T de Tarticle 25 donneront ainsi les six 
équations suivantes : 

«7* -f (3/« 4-77'** - B, 
ar'* 4-(3/-'« -^yr'* = C, 
aq' r' -h ^q" r' -^ yq" r"^ — — F, 
(xp'r'-{- '^pW-^yp^'r'^-- G, 
OLp'q'-\- ^p'q' -f- yp'^q"--- H, 

qui serviront à la détermination des six inconnues dont il s'agit. 

Et cette détermination n'a même aucune difliculté; car, si l'on ajoute 
ensemble la première équation multipliée par/?', la sixième multipliée 
par q' et la cinquième multipliée par r', on a, en vertu des équations 
de condition déjà citées, 

OLp'^:Kp'^\{q'—Cir'; 

en ajoutant la deuxième, la quatrième et la sixième, multipliées res- 
pectivement par y', r\p\ on aura pareillement 

ajoutant enfin la troisième, la cinquième et la quatrième, multipliées 
respectivement par r\ //, q\ on aura 

et ces trois équations, étant combinées avec l'équation de condition 

/>'*-!- 7'*-+- r'*=i, 

serviront à déterminer les quatre inconnues a, p\ q\ r'. 
Les deux premières équations donnent 

,_ H G-t-F(A — g) , ,_ ( A-~a )(B — g) - H« , 

*? FH4-G(B-^^' ^^' FH4-G(B-«) '^' 

substituant ces valeurs dans la troisième, on aura, après avoir divisé 
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par p\ cette équation en a, 

(a — A) (a — B) (a — C) — F«(a — A) - G«(a — B) — H*(a — C) -+- aFGH = o, 

laquelle, étant du troisième degré, aura nécessairement une racine 
réelle. 

Les mêmes valeurs étant substituées dans la quatrième équation * on 
en tirera celles de/?', q\ r en a, lesquelles, en faisant, pour abréger. 



(a) = v^K A - «) (B - «) - VL^Y-f [HG -r- F( A - a)J« -t- [FH -+- G(B - «)J*, 



• » • • 



seront exprimées ainsi : 



, FH-+-G B-a) 

, HG-^F(A-a) 

^, _ (A-«)(B-«)-~H» 
' (^) 

Si Ton fait de nouveau les mêmes combinaisons des équations ci- 
dessus, mais en prenant pour multiplicateurs les quantités p\ y", r" à 
la place de/?', q\ r\ on en tirera ces équations-ci 

(3/?'=:A/>''-H7''-G/\ 

P^'rrrB/— Fr'' —\\p\ 

qui, étant jointes à l'équation de condition 

serviront à déterminer les quatre inconnues p,/?", 7", r"; et, comme 
ces équations ne diffèrent des précédentes qu'en ce que ces inconnues 
y sont à la place des premières inconnues a, p\ q\ r\ on en conclura 
sur-le-champ que l'équation en p, ainsi que les expressions de/?", q", 
r" en p, seront les mêmes que celles que nous venons de trouver en a. 
Flnfin si l'on réitère les mêmes opérations, mais en prenant/?", 7"', r 



/»» 



SECONDE PARTIE. - SECTIOxN IX. 239 

pour multiplicateurs, on trouvera de même les trois équations 

auxquelles on joindra Téquation 

et, comme ces équations sont en tout semblables aux précédentes, on 
en tirera des conclusions analogues. 

On conclura donc, en général, que l'équation en a trouvée ci-dessus 
aura pour racines les valeurs des trois quantités a, p, y, et que, ces 
trois racines étant substituées successivement dans les expressions de 
p\ q\ r' en a, on aura tout de suite les valeurs de/?', q\ r\ de/?", 7", r" 
et de/?", q'\ r'^\ de sorte que tout sera connu, moyennant la résolution 
de l'équation dont il s'agit. 

Au reste, comme cette équation est du troisième degré, elle aura 
toujours une racine réelle, qui, étant prise pour a, rendra aussi réelles 
les trois quantités /?', q\ r'. A l'égard des deux autres racines p et y, 
si elles étaient imaginaires, elles seraient, comme l'on sait', de la 
forme 

h -\- c \J— 1 et b — c \J— I ; 

de sorte que les quantités/?"', 7", r", qui sont des fonctions rationnelles 
de p, seraient aussi de ces formes 



m 



-\- n \J — î , m' -\- n' sj — i , m" -^ n" \J — i ; 



et les quantités /?'^, q'\ r"\ qui sont de semblables fonctions de y, 
seraient des formes réciproques 



m — n y/— î , m' — n! sJ— i , m"— n" \J— i ; 

donc l'équation de condition/?''/?"' -h y^y'" -h r"r'^= o deviendrait 

tn} 4- n* -h m'* 4- /i'* -^ m"* 4- n"^ = o, 
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et, par conséquent, impossible, tant que /w, /i, /n', n\ rrC ^ ri* seraient 
réelles; d'où il s'ensuit que ^ et y ne peuvent être imaginaires (*). 

Pour qu'on puisse se convaincre directement de cette vérité, d'après 
l'équation même dont il s'agit, je mets cette équation sous la forme 

_r _ F«(«-A)^GM« — B) — aFGH 

"^ ^~ (a-A)(a-B)-H« ' 

j'y substitue successivement, au lieu de a, les deux autres racines ^ 
et y, et je retranche les deux équations résultantes l'une de l'autre; 
j'aurai, après les réductions et la division par ? — y» cette trans- 
formée 

[((3-A)((3-B)-H«][(-/-A)(y-B)^IP] 

-+- (F»-h G*)(3y - (AF«-^ BG*-h 2FGH) ((3 -+- y) 

^ (F«^ G«)H*^ A»F» 4- B»G»-+- 2FGH(A ^ B) ri^o, 



laquelle est réductible à cette forme 

[((3-A)((3-B)-H'][(y~A)(y-B)-H«] 

4-[F((3-A)-GH][F(y-A)-GH] 

-\- [G((3 - B) - HF] [G(y - B) - HF] = o, 

qu'on voit être la même chose que l'équation 

p' p" -\' q" q" -\- r'r^rzio, 

et qui fournit, par conséquent, des conclusions semblables (*). 

Donc les trois racines a, p, y seront nécessairement toutes réelles, 
et les neuf coefficients p\ q\ f,p", . . . , qui sont des fonctions ration- 
nelles de ces racines, seront réels aussi. 

28. Nous venons de déterminer les valeurs de ces coefficients en 



(*) L'équation dont il s'agit ici est celle qui fait connailro la direction des axes princi- 
paux dans les surfaces du second ordre. La démonstration qui suit est la première preuve 
directe qui ait été donnée de la réalité des racines de cette équation. (/. Bertrand.) 

(<) On voit que l'intervention des quantités p'^ p*^, . . . n'est nullement indispensable; il 
suffit de remarquer que la dernière équation a pour premier membre la somme des pro- 
duits de trois couples d'expressions imaginaires conjuguées. (/. Bertrcuid.) 
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sorte que Ton ait 



)t>*-+-7*-+-/'*=: j:'-+-y'-l-5' et T 



u 



or, en faisant varier successivement p, y, r, on aura, à cause que x^ 
y, 5 sont fonctions de ces variables, 

àp^ dp '^ dp '^dp^ 
ôT ôx ^ âr ôz 

Ôq d<l ^-^ ôq ' âq 

ôT ôx o àv dz 

ôr ôr ^^ Or ' àr' 

mais 

X ^p'p -¥-q'q '\- r' r, y :=z // p -^ q''q -+- r" r, z — p'" p -+- y"'^ -^ /''/•, 

comme on l*a déjà vu plus haut; donc 

Ox _ , Ox , Ox _ , Or , Ov ^ f 

à^^^' ôq-'^' ôP-'' âjj~^' tj-^'^' •••' 

substituant ces valeurs, on aura donc 

^T 



ôp 



= p'ccx-^p''p^f-hp'^yZy 



— ^q'ciX-^q''^y-\-q'yz, 
YV 

— T=r. f' ax -^ r" Py -h /*" y z. 

De sorte qu'en verlu des équations de condilion entre les coeffi 
cients/?', q\ r\p"y .. ., on aura 



dT 
àp 
et 



y-isj)'- (")■="-- ?•■'■-'■=- 



Par conséquent, les trois équations finales de l'article 24 se rédui 
XU. 3i 
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roni i\ celles-ci 

lesquelles sont, comme Ton voit, tout à fait semblables à celles de 
Tarticle 25, les quantités r, v, 3, a, ^, y répondant aux quantités />, 
7, r. A, B, C. 

D'ail il suit que, si Ton fait, comme dans l'article cité. 

it ~ />' -h 7- H- /•* — j^* -r- >'* 4- 5*, 

on aura, entre les variables .r, v, :;, //, /, les mêmes formules que l'on 
avait trouvées entre p, q, r, //, /, en changeant seulement A, B, C en 
a, p, y. 

Avant ainsi les valeurs de a\ v, z en w ou /, on aura les valeurs com- 

»' (- 

plètes de/?, y, r par les formules de l'article 27. 

29. Les quantités/?, y, r ne suffisent pas pour déterminer toutes les 
circonstances du mouvement de rotation du corps, elles ne servent 
(|u'à faire connaître sa rotation instantanée. lîn eiïet, puisque 

dV dQ dR 

' dl ' dt dl 

il s'ensuit de ce qu'on a vu dans l'article 10 que l'axe spontané de 
rotation, autour duquel le corps tourne à chaque instant, fera, avec 
les axes des coordonnées a, A, r, des angles dont les cosinus seront 
respectivement 

__ _^ ^.^ _^_^ , ^' 

V^/?* 4- 7' H- /•* \!p^ -+-7-4- /•' sJii^ 4- 7* 4- r* 

et que la vitesse angulaire autour de cet axe sera représentée par 
Pour la connaissance complète de la rotation du corps, il faut encore 
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déterminer les valeurs des neuf quantités $', r/, X,\ \'\ ..., d*où dé- 
pendent celles des coordonnées ?, r^, X,, lesquelles donnent la position 
absolue de chaque point du corps dans l'espace, relativement au centre 
de gravité regardé comme immobile (art. 17); c'est ce qui demande 
encore trois intégrations nouvelles. 

Pour cet elFet, je reprends les formules différentielles de l'article 13, 
et, mettant /?rf/, qdty rdt^ au lieu de rfP, rfQ, ^/R, j'ai ces équations 






et autant d'équations semblables en r/, r(\ r(" el en XJ, Xj\ X,", en chan- 
geant seulement ^ en r^ et en J^. 

Ces équations étant comparées avec les équations différentielles (A) 

j'p yn j'p 

de l'article 24, entre les quantités -t-> 3-» -r-» il est visible qu'elles 

* dp aq dr ' 

sont entièrement semblables; de sorte que ces quantités répondent 
aux quantités Ç', S", $'", comme aussi aux quantités r/, yj", r/" et aux 

quantités^, s", r. 

D'où je conclus que ces dernières variables peuvent être regardées 

comme des valeurs particulières des variables v-, -r-^ -7-» et qu'ainsi, 

'- Op oq or ^ ' 

puisque les équations entre ces variables sont simplement linéaires, 
on aura, en prenant trois constantes quelconques /, m, /?, ces trois 
équations intégrales complètes 

(D) \ ^ _z=/f 4-//JY)'-h/ir, 

or, en combinant ces trois équations avec les six équations de condi- 
tion entre les mêmes variables $', r/, ..., il semble qu'on pourrait 
déterminer ces variables, qui sont en tout au nombre de neuf; mais, en 
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considérant de plus près les équations précédentes, il est facile de se 
convaincre qu'elles ne peuvent réellement tenir lieu que de deux 
équations; car, en ajoutant ensemble leurs carrés, il arrive que toutes 
les inconnues ^\ y]\ ^\ ... disparaissent à la fois, en vertu des mêmes 
équations de condition (art. 5) : de sorte que Ton aura simplement 
l'équation 

laquelle revient, comme l'on voit, a la première des deux intégrales 
trouvées plus haut (art. 25); et la comparaison de ces équations 
donne 

en sorte que, parmi les quatre constantes /, /, /w, /i, il n'y en a que 
trois d'arbitraires. 

D'où l'on doit conclure que la solution complète demande encore 
une nouvelle intégration, à laquelle il faudra employer une quelconque 
des équations différentielles ci-dessus ou une combinaison quelconque 
de ces mêmes équations. 

30. Mais on peut rendre le calcul beaucoup plus général et plus 
simple, en cherchant directement les valeurs des coordonnées mêmes 
n. ^» ^. qui déterminent immédiatement la position absolue d'un point 
quelconque du corps pour lequel les coordonnées relatives aux axes du 
corps sont a, b, c. 

Pour cela, j'ajoute ensemble les trois équations intégrales (D) trou- 
vées ci-dessus, après avoir multiplié la première par a, la deuxième 
par 6, la troisième par c, ce qui donne (art. 1) cette équation 

,, ^ âT ,dT âT 

Il -\- nifi -4-/iÇ=;rt-r \- b-x l-C-r-- 

dp 0*1 or 

Or on a déjà, par la nature des quantités ^, r^ X^ (art. 5), 

Enfin, on a aussi (art. 14), en mettant /^cf/, qdl^ rdl^n lieu de rfP, 
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É 

elQ, dR et faisant a, b, c constants, 



dt^ 



= {cq — bry-\' (ar — cpY-h (bp — aqy, 



Ainsi voilà trois équations d'où Ton pourra tirer les valeurs de Ç, y], 
t, moyennant une seule intégration. 

Ensuite, si l'on voulait connaître séparément les valeurs de $', yj', 2^' 
$", ..., il n'y aurait qu'à supposer, dans les expressions générales de $, 
Y], J^, les constantes 

a=^I, ^ = 0, c = O, ou a = O, 6=:l, e =: O, ou aime, 6 =r O, C::^!. 

Supposons, pour abréger, 

<^T ^(^T ^T 
d»/? c//? or 

N = (c^ — br)^-^ {ar — c/>)*4- (bp — aqY; 

on aura donc à résoudre ces trois équations 

/| -h mm -h /iC = r^, 

?» 4-rî' -+-Ç* =M, 



^//« 



= N, 



dans lesquelles M est une constante donnée, L, N sont supposées con- 
nues en fonction de /, et /, m, n sont des constantes arbitraires. 

J'observe d'abord que, si / et /w étaient nulles à la fois, la première 
équation donnerait 

n 

et, cette valeur étant substituée dans les deux autres, on aurait 

« 

Ç'4-yî»— M 5, -^^—m — -^ r:77i' 

équations très faciles à intégrer, en faisant $ = pcosO, y] = psinO, ce 
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qui les cliaiige en ces deux-ci 

o^—M , ^ -— — î- - N —j- , 

n* dt^ n-dl* 

dont la première donnera la valeur de r^, et la seconde donnera Tangle 
par Tintéfçration de celte formule 



ir - ^'^ /v ^^^ ^P' 



Supposons maintenant que / et m ne soient pas nulles, et voyons 
comment on peut réduire ce cas au précédent. Il est clair que, si Ton 
fait 

/^ 4- m Tt i^ X y//- -h //i' , ml — Ifi •=. y \Û* -^ /wS 



on aura également 



ainsi les équations proposées se réduiront d'abord à cette forme 



x\U^-\- m^ -f- «; ~ L, 
dx^ -^ dy^ -^ dX* ^. 

dl^ ~ ^^• 

Si Ton fait ensuite 



// X — ; v/^--+- ni^ ^- a y//* 4- m* -h /<* , 

on aura encore 

donc on aura ces transformées 



y/7* 4- m^ 4- n- 


L, 


ut 4- /* 4- 5* 


M, 


du^-\- dy^-\- dz^ 
dt^ 


r:.N, 



qui sont, comme Ton voit, entièrement semblables à celles que nous 
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venons de résoudre ci-dessus; en sorte qu'on aura pour i/, v, :; les 
mêmes expressions que nous avons trouvées pour Ç, t]> Ç, en y chan- 
geant seulement n en ^P-h m^ 4- /^^ . 

Ces valeurs étant connues, on aura les valeurs générales de Ç, yj, 2^ 
par les formules 



l,r -h /« V niâr — ly ^ nz — // i//* -h //i* 

1, ■ » Y) — ' — — — _ ^___ 

3i. Telle est, si je ne me trompe, la solution la plus générale et en 
même temps la plus simple qu'on puisse donner du fameux problème 
du mouvement de rotation des corps libres; elle est analogue à celle 
que j'ai donnée dans les Mémoires de l'Académie de Berlin pour 
1773 (*), mais elle est en même temps plus directe et plus simple à 
quelques égards. Dans celle-là, je suis parti de trois équations inté- 
grales qui répondent aux équations (D) de l'article 29 ci-dessus, équa- 
tions qui m'avaient été fournies directement par le principe connu des 
aires et des moments, et auxquelles j'avais joint l'équation des forces 
vives T = A^ (art. 24). Ici, j'ai déduit toute la solution des trois équa- 
tions différentielles primitives, et je crois avoir mis dans cette solu- 
tion toute la clarté et, si j'ose le dire, toute l'élégance dont elle est 
susceptible; par cette raison, je me flatte qu'on ne me désapprouvera 
pas d'avoir traité de nouveau ce problème, quoiqu'il ne soit guère que 
de pure curiosité, surtout si, comme je n'en doute pas, il peut être de 
quelque utilité à l'avancement de l'Analyse. 

Ce qu'il y a, ce me semble, de plus remarquable dans la solution 
précédente, c'est l'emploi qu'on y fait des quantités Ç', y]', C» ^'', ..., 
sans connaître leurs valeurs, mais seulement les équations de condi- 
tion auxquelles elles sont soumises, quantités qui disparaissent à la 
fin tout à fait du calcul; je ne doute pas que ce genre d'analyse ne 
puisse aussi être utile dans d'autres occasions. 

Au reste, si cette solution est un peu longue, on ne doit l'imputer qu'à 

(*) Œuvres de Lagrange, l. l\\. p. 679. G. D, 
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la grande généralité qu'on y a voulu conserver; et l'on a pu remarquer 
deux moyens de la simplifier, l'un en supposant les constantes F, G* 
H nulles (art. 25), et l'autre en faisant nulles les constantes / et m 
(art. 30). 

La première de ces deux suppositions avait toujours été regardée 
comme indispensable pour parvenir à une solution complète du pro- 
blème, jusqu'à ce que j'eusse donné, dans mon Mémoire de 1773, la 
manière de s'en passer. Cette supposition consiste, en effet, à prendre, 
pour les axes des coordonnées a, è, c, des droites telles que les 
sommes ^abDm, §acD/w, ^bcDm soient nulles (art. 19); et Euler 
a démontré le premier que cela est toujours possible, quelle que soit 
la figure du corps, et que les axes ainsi déterminés sont des axes de 
rotation naturels, c'est-à-dire tels que le corps peut tourner librement 
autour de chacun d'eux. Mais, quoiqu'on puisse toujours trouver des 
axes qui aient la propriété dont il s'agit, et que d'ailleurs la position 
des axes du corps soit arbitraire, il n'est pas indifférent d'avoir une 
solution tout à fait directe et indépendante de ces considérations par- 
ticulières. 

La seconde des deux suppositions dont il s'agit dépend de la posi- 
tion des axes des coordonnées $, y], J^ dans l'espace, position qui, étant 
pareillement arbitraire, peut toujours être supposée telle que les con- 
stantes letm deviennent nulles, comme on peut s'en convaincre direc- 
tement, d'après les expressions générales de $, y], ^ que nous avons 
trouvées. 

32. En supposant F, G, H nulles, on a, comme on l'a vu dans l'ar- 
ticle 26, 

et, ces valeurs étant substituées dans les trois équations différen- 
tielles (A), il vient celles-ci 

dp H Y — Ç'' "^ == ^> " y "^ îï — P'' "' — ^> "'' "* 7^ — PÇ "^ =^ o. 
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lesquelles s'accordent avec celles qu'Euler a employées dans la solu- 
tion qu'il a donnée le premier de ce problème {voir les Mémoires de 
r Académie de Berlin pour 1758); pour s'en convaincre, il suffira d'ob- 
server que les constantes A, B, C (art. 20) ne sont autre chose que ce 
qu'Euler nomme les moments d'inertie du corps autour des axes des 
coordonnées a, è, c, et que les variables p, q, r dépendent du mouve- 
ment instantané et spontané de rotation, de manière que, si Ton 
nomme a, p, y les angles que l'axe autour duquel le corps tourne 
spontanément à chaque instant fait avec les axes des a, b, c, et p la 
vitesse angulaire de rotation autour de cet axe, on a (art. 29) 

/>=ipcosa, 7 = pcosp, /*=rpcosy. 

A l'égard des autres équations d'Euler, lesquelles servent h déter- 
miner la position des axes du corps dans l'espace, elles se rapportent 
à nos équations (C) de l'article 29. En eiïet, comme les neuf quantités 
$', Y]', J^', ^", ... ne sont autre chose que les coordonnées rectangles des 
trois points du corps, pris dans ses trois axes, à la distance i du 
centre (ce qui suit évidemment de ce que ces quantités résultent des 
trois $, T], ^, en y faisant successivement a = T, i = o, c = o, ensuite 
a = o, 6 =: I, c = o, et enfin a = o, /> = o, c = i), il est clair que, si 
l'on désigne avec Euler par /, m, n les compléments des angles d'incli- 
naison de ces axes sur le plan fixe des $ et t], et par X, [jl, v les angles 
que les projections des mêmes axes font avec l'axe fixe des $, on aura 
ces trois expressions 

Ç'i=:cos/, y)'=:sin/ sin)., $' = sin/ cosX, 

Ç^—cosm, Y)'i= sinmsin/ji, ç'=: sinmcos/jt, 
Ç'^nz cos/ï, To'^ziz sinw sinv, ^'^^^ sin/i cosv; 

et, par le moyen de ces substitutions, on trouvera aisément les équa- 
tions auxquelles Euler est parvenu par des considérations géomé- 
triques et trigonométriques. 

33. Au reste, en adoptant à la fois les deux suppositions de F, G, 

H nulles et de /, m nulles aussi, on aura la solution la plus simple 
XII. 32 
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parles trois équations (D) de l'article 29, en y substituant les valeurs 
de X,\ X^\ C" et de/?, q, r, en ç, '}, co (art. 7, 20); car on aura de celte 
manière ces trois équations du premier ordre 

. sin © sin M d'h -f- coso d't\ 

A -, -- n sin9 smo), 

at 

^ cos o si n M r/'i» — sin® du^ 

B -; /i cos© sino), 

ai 

^ <y<p -f- cos (i\ d'I 

C -^ .;^ = n cos'jj, 

a/ 

lesquelles se réduisent évidemment à celle-ci : 

, ... A dr») 

n dt — A dh = -; — , 

^ tang9Sino) 

, r* ,, Blanccp^^M 

ndl^Bd'if — A^ , 

^ smci) 

, /^ ji Cr/c? 
/i r/^ — C d'b — — ' 

^ cos f») 

Or, si l'on élimine di et d\f, en ajoutant ensemble ces trois équa- 
tions, après les avoir multipliées respectivement par C — B, A — C, 
B — A, on aura l'équation 

A((. — B) : B(A — (.) — ; h (.(B — A) — — — o, 

tang^sinw sinoj cosr,» 

laquelle se réduit a cette forme 

cos 0) df.) __ C ( B — \ ) fio 

sino) ~ ~ 7^7~ Â(C— B)' 

B(A — (.) tîmgo 

^ ^ *5 . iang9 

où les variables sont séparées. 

Le second membre de cette équation se cban^e en 

CfB — \) sino cosQ r/s» 



I • 



B( A — C) siii*9 — A (C — B) cos*9 

OU encore on 

C[ B — \) siri'îor/c? 



2AB — C(AH-B)-h(:(B — A)cos2(p' 
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donc, en intégrant logarithmiquement et passant ensuite des loga- 
rithmes aux nombres, on aura 

K 



îîAB — C(A-+-B)-4-C(B — A)cos2o 



siii^fjj 



K étant une constante arbitraire. Or tangcp = i/- — ^^^^^ ; donc, sub- 
stituant la valeur précédente, on aura 

/'2 A ( H — Cysliï^ûj"^ K 
tango = \/ -—-T. r — r—^ i7> 

et, mettant cette valeur de tang^p dans les deux premières équations 
difTérentielles, on aura 



^ sinco V 2A(B — C) sin*G) — K 

I 1» .1 \ldf,i /aA(B — C)sin*r,) — k 

^ sinrjj y 2B(C — A) sin*<iL) -h k 

équations où les indéterminées sont séparées et qui, étant intégrées, 
donneront t et '| en fonctions de (o. 

Cette solution revient à celle que d'Alembert a donnée dans le 
Tome IV de ses Opuscules. 

34. Venons au second cas, où Ton suppose le corps grave suspendu 
par un point fixe, autour duquel il peut tourner en tout sens. En pre- 
nant ce point pour le centre du corps, c'est-à-dire pour l'origine com- 
mune des coordonnées $, y], X, et a, i, c, et supposant les ordonnées ^ 
verticales et dirigées de haut en bas, on aura, pour le mouvement de 
rotation du corps, les équations (B) de l'article 23. Ces équations sont 
plus compliquées que celles du cas précédent, à raison des termes 
multipliés par les quantités §aD/w, §iD/n, S^D/n, lesquelles ne sont 
plus nulles lorsque le centre du corps, dont la position est ici donnée, 
tombe hors de son centre de gravité; on peut néanmoins encore faire 
évanouir deux de ces quantités, en faisant passer par le centre de gra- 
vité l'un des axes des coordonnées a, i, c, dont la position dans le corps 
est arbitraire, ce qui simplifiera un peu les équations dont il s'agit. 
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Supposons donc que l'axo des coordonnées r passe par le centre de 
gravité du corps; on aura alors, par les propriétés de ce centre. 

gaDm — o, §6Dm — o, 

et si l'on nomme k la distance entre le centre du corps, qui est le point 
de suspension, et son centre de gravité, il est visible qu'on aura aussi 

donc 

^c Dm 1= gyt Dm ^ A §Dm zz X-m, 

en nommant m la masse du corps. 

Faisant ces substitutions et mettant K pour km, on aura les trois 
équations suivantes : 



(E) 



dans lesquelles 

T =: î ( A;»' -h Bç' 4- Cr*) — fqr — Gpr — Mpq. 

35. On peut d'abord trouver deux intégrales de ces équations, en 
les ajoutant ensemble, après les avoir multipliées respectivement par 
p, q, r ou par Cl ÎI". C; car, à cause de 

[art. 13), on aura ainsi les deux équations 



ôp ()T 

-3r+'37- 




d^ 






-l'W 


''57 <(T 


~'>rp 



pd 



-Krff: 




■ff"*" 



SECONDE PARTIE. - SECTION IX. 253 

dont les intégrales sont 

/et A étant deux constantes arbitraires. 

Il paraît difficile de trouver d'autres intégrales et, par conséquent, 
de résoudre le problème en général. Mais on y peut parvenir en suppo- 
sant que la figure du corps soit assujettie a des conditions particu- 
lières. 

Ainsi, en supposant F = o, G = o, H = o, et de plus A = B, on 

aura 

àT , àT , 

et la troisième des équations (E) deviendra d-rj: = o, dont l'intégrale 

est 

ÔT 

-—- m consl. 

dr 

Ce cas est celui où l'axe des coordonnées c, c'est-à-dire la droite qui 
passe par le point de suspension et par le centre de gravité, est un axe 
naturel de rotation, et où les moments d* inertie autour des deux autres 
axes sont égaux (art. 32), ce qui a lieu en général dans tous les solides 
de révolution, lorsque le point fixe est pris dans l'axe de révolution. 
La solution de ce cas est facile, d'après les trois intégrales qu'on vient 
de trouver (•). 

En effet, puisque 



(*) Il est digne de remarque que ce problème ait été postérieurement résolu par Poisson 
comme entièrement nouveau. La solution qu'il en donne, sans citer aucunement Lagrange, 
fait partie du XVI* Cahier du Journal do l'École Polytechnique, publié en i8i5, et a été 
reproduite dans la seconde édition de sa Mécanique, (/. Bertrand. ) 
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il est visible que ces trois intégrales se réduiront à cette forme 

A(/?*-t-^»)4-C/-'-2Kr=V' 

/, /i, /* étant des constantes arbitraires. 

Donc, si l'on substitue pour s'. ^"» î^*'» et pour/i, y, r leurs valeurs 
en fonctions de ç, '|, co (art. 7, 20), on aura ces trois équations 

A -J^ h Ln-— s)C COSG) ~ 3/, 

. siri*Ci)C^'l» ., , r/o -+- cos 0) t/'J; 

A -j —- -h (./< cos&j = //, — ' 7; • =//, 

lesquelles ont, comme l'on voit, l'avantage que les angles finis '| et 9 
ne s'y trouvent pas. 

La seconde donne d'abord 

r/|> h — C/i cos',) 

ch ~ A sin-o) 

et, cette valeur étant substituée dans la première, on aura 

A sinrj) t/o3 



rit— —^-. 



: > 



v'Asin*c«)(2/— (I/<*-h qKcosw) — (/* — C/j cosw)* 

ensuite la deuxième et la troisième donneront 

, , ( /< -^ (]/i cos &) ) (h) 

sin(k)V'Asin*c»)(2/— C/^•-f• iKcosw) — (h — C/i cos&>)* 

[kn — h cosG) -h (C — A)/i cos'ci)] df,) 



d^:= 



^ > 



sinrj)y/A sin*(tj(2/ — (wj*-h 2KCOS0J) — (h — Cn coso))* 



équations où les indéterminées sont séparées, mais dont l'intégration 
dépend en général de la rectification des sections coniques. 

36. Reprenons les équations (E) et substituons-y les valeurs de -p» 
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^ ' TT en p, 7, r; elles deviendront 

\ dp — Cm dr — Wdq , ^ _^ . r. , . . . ^ «» , w« 

— -^^ -^ 4- (C — B) 7/- -+- F (/•' — 7-) — r,/?7 -h H/>/- 4- KÇ" — o, 

B<i7~ Ft//— n<Y/7 ^ 

^ ^^ ~ -i-(A — (.)/?^-hG(p»— /•*) — H///- H- F/)7 — KÇ'i=o, 

Cdr — ¥ d(i — Cidp ,-. ., „ , , ,, ^^ o 

^^' -f-(n — A)/?7-f- H(7* — /?«) — F/>/-hG7ri=o. 

Dans l'état de repos du corps, les trois quantités/?, 7, /sont nulles, 

puisque >Jp^ -+- y* -h r^ est la vitesse instantanée de rotation (art. 29); 

donc on aura alors 

Ç'z=o et ^"=0; 

en sorte qu'à cause de C^ -+- ^"^ -f- J^*^^ = i et, par conséquent, de s"' = 1 , 
Taxe des coordonnées X, coïncidera avec celui des ordonnées c\ c'est- 
à-dire que ce dernier axe qui passe par le centre de gravité du corps, 
et que nous nommerons dorénavant Vaxe du corps, sera vertical, ce qui 
est l'état d'équilibre du corps; et cela se voit encore mieux par les for- 
mules de l'article 7, lesquelles donnent sinç sin(o = o, cosç sinw = 
et, par conséquent, (o = o, co étant l'angle des deux axes des coordon- 
nées c et X,. 

Si donc, en supposant le corps en mouvement, on suppose en même 
temps que son axe s'éloigne très peu de la verticale, en sorte que 
l'angle de déviation (o demeure toujours très petit, alors les quantités 
X,\ C' seront très petites, et l'on aura le cas où le corps ne fait que de 
très petites oscillations autour de la verticale, en ayant en même temps 
un mouvement quelconque de rotation autour de son axe. 

Ce cas, qui n'a pas encore été résolu, peut l'être facilement et com- 
plètement par nos formules; car, en regardant Xj et C comme très 
petites du premier ordre et négligeant les quantités très petites du 
second ordre et des ordres suivants, on trouve, par les équations de 
condition de l'article 5, 
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et 

donc 

|'=sinro, ?'=cosBT, n';— sin5, y)' = cosO et cos(ro— 6) = o; 

d'où 

m = 90** -h 6 

et, par conséquent, 

i'—cosO, 5" — — sinC». 

Substituant ces valeurs dans les expressions de rfP, rfQ, rfR de Tar- 
ticle 11, on aura 

dP z=z t:' d9 -h d^\ dQz=iZ''dO — d^\ dR — dS, 

en négligeant toujours les quantités du second ordre. 

Ainsi donc on aura 

dV ç' dO -f- dX' 



fyir 



p — 


dt 


dt 




7- 


dQ 
dt 


K'dO 
dt 


dZ' 


/• _ 


dl\ 

dt 


dO 
dt' 





valeurs qui, étant substituées dans les équations différentielles ci- 
dessus, donneront, en négligeant les puissances et les produits de C» 
J^", des équations linéaires pour la détermination de ces variables. 

Mais, avant de faire ces substitutions, on reniarquera qu'en suppo- 
sant ^' et C nuls, les équations dont il s'agit donneront 

Donc, puisque C ne saurait devenir nul, à moins que le corps ne se 
réduise a une ligne physique, C étant §(a^ -h b^) D/w, il s'ensuit qu'on 

ne peut satisfaire à ces équations qu'en faisant ^-^ = o, et ensuite, ou 

-— = o, ou F = o et G = o. 
dt 

De là il est facile de conclure que, lorsque C et JI" ne sont pas nuls. 
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mais seulement très petits, il faudra que les valeurs de ^> ou de F et G 

soient aussi très petites, ce qui fait deux cas qui demandent à être exa- 
minés séparément. 

37. Supposons premièrement que -j- soit une quantité très petite du 
même ordre que Xj et ^"; on aura, aux quantités du second ordre près, 

dl' dx: 

Par ces substitutions, en négligeant toujours les quantités du second 
ordre et changeant, pour plus de simplicité, les lettres C. î^" en 5, w, 
les équations différentielles de Tarticle précédent deviendront 

h K// = o, 



^d^s — Ydrb^Md^u 



dt^ 

Cd^O-hFd^s^Gd'u 
dt* 



— K5 =0, 



=: O. 



La dernière donne ^-^ = ^-^-5 ; et, cette valeur étant substi 

tuée dans les deux premières, on aura ces deux-ci : 

( AC — G^)d*u-^ (CH -+- GF) d^s ^^ 



dt^ 

(BC — F')ri'5 -h(CH -hGFWIw 

dt^ 



CKs —o, 



dont rintégration est facile par les méthodes connues. 
Qu'on suppose pour cela 

5ii:iasin(p^-+- (3), m = y sin(p/ h- (3), 

o^f p9 Y> p étant des constantes indéterminées; on aura, après ces sub- 
stitutions, ces deux équations de condition 

(AC-G»)yp«-h(CH4-GF)ap«-CKy=o, 

(BC — F«)ap«H- (CH H- GF)yp« — CK« = o, 
XIl. 33 
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lesquelles donnent 

1 __ (CHh-GF)p«_ _ CK-( BC-F^) p' 

a ~CK-(AC--G»")p* "" ((:H-hGF)p« ' 

d'où résuite cette équation en p 



C«K 



^ - [BC - F» -h AC - G»] ^ 4 (BC - F«) ( AC - G«) - (CH -h GF)* = o. 



r 9 

laquelle aura, comme Ton voit, quatre racines égales deux à deux et 
de signe contraire. 

Si donc on désigne, en général, par p et p' les racines inégales de 
cette équation, abstraction faite de leur signe, et qu'on prenne quatre 
constantes arbitraires a, a', p, P', on aura, en général, 

5 ~ asin(p^ 4- 3) -h a'sin(p'/ -4- ^') 

et, par conséquent, 

_ (CH-i-GF)p ««s in(p^H-;3) ^ (CH -h GF)p'*a'sin(p'/4- (3') 



CK-(AC — G*)p* CK-(AC-G«)p" 

Enfin, on aura, en intégrant la valeur de -vr^y 

De sorte que Ton connaîtra ainsi toutes les variables en fonction de /, 
et le problème sera résolu. 
Au reste, comme cette solution est fondée sur l'hypothèse que 5, u et 

-7j soient de très petites quantités, il faudra pour qu'elle soit légitime : 

i** que les constantes a, a' et h soient aussi très petites; 2" que les ra- 
cines p, p' soient réelles et inégales, afin que l'angle / soit toujours 
sous le signe des sinus. Or cette seconde condition exige ces deux-ci 

BC~F»+ AC-G«>o, 

[BC - F« + AC - G«]» > 4 [(BC - F«) ( AC - G«) -> (CH -h GF)«], 
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lesquelles dépendent uniquement de la figure du corps et de la situa- 
tion du point de suspension. 

38. Supposons, en second lieu, que les constantes F et G soient aussi 
très petites du même ordre quel^'etC"; alors, négligeant les quantités 
du second ordre, et mettant 5, w à la place de Xj, XJ\ les équations dif- 
férentielles de l'article 36 deviendront 

K [d{sdB)-\-d}u'\ _ Gd^B _ n [d{ud6) — d^s ] 
dt^ dt^ " dt^ 

(C — B){udO — ds)de FdO* l{{sdO -^ du)dO .. __ 
^ d? ^~di^^ dT- 4-K«_o, 

B[d(udO)-d^s] Fd^O U[d(sde)-^dUt] 



dt* dt* dt* 

(X — C)(sde-^dit)dO _ GdO^ _ li{iidO — ds)dO 
dt^ dt^ dt^ 

Cd^e 



— K.v =0, 



dt' 



o. 



La dernière donne 



et, intégrant, 



d^Q 



de 



dt 



n étant une constante arbitraire de grandeur quelconque. 

Substituant cette valeur de -1- dans les deux équations, on aura 
celles-ci 

A^-f-H^ -+-(A+B-C)/i^ H-(C-B)/i«w4-F/i»-hH/i--.v4-Kw=o, 
B ^Vh^-(A-4-B-C)/i^' -h(C-A)/^^v -hG/i»-hH/i*M-+-K.v -ro, 

dont l'intégration n'a aucune difficulté. 
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Qu'on les divise par n^, et qu'on y remette, pour plus de simplicité, 
dO à la place de ndt^ en se souvenant que dd est désormais constant* 

on aura, en ordonnant les termes et faisant L = -: = — ^ (art. 34), 
(C-A + L)*+B^+(C-A-B)^' + H(ii + ^)-hG--=o. 



(C-B + L)«4-A5g^-(C-A-B)^;+H(.v+^t) 



-h F = o. 



Pour intégrer ces équations, je commence par faire disparaître les 
termes tout constants, en supposant s = x -h/, u==y-hh^ et déter- 
minant les constantes/. A, en sorte que les termes F et G disparais- 
sent; ce qui donnera ces deux équations de condition 

(C — A ^ L)/ -+- HA H- G = o, (C — B + L) A -h H/4- F = o ; 

d'où l'on tirera 

_ FH-G(C-^B4-L) 



h — 



(C - B 4- L) (C - A -H L) - U* 

GH-F(C-^A4^L) 

(C - B 4- L) (C - A -h L) - U* ' 



et l'on aura en x, j, les mêmes équations qu'en s, w, 6, avec cette 
seule différence que les termes constants G, F n'y seront plus. 
Je suppose maintenant 

a, P et i étant des constantes indéterminées, et e le nombre dont le 
logarithme hyperbolique est i. Comme tous les termes des équations 
à intégrer contiennent x et y k la première dimension, il s'ensuit 
qu'ils seront, après les substitutions, tous divisibles par e*®, et il res- 
tera ces deux équations de condition 

[C-A4-L-HBt«]a4-[(C-A-B)£-H(i-+-t'')];3 = o, 
[C - B -h L -h At'JjS - [(C - A - B)£ - H(i 4- t»)]a 1= o, 



à 
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lesquelles donnent 

P^_ C-A 4-Lh-B£» (C-A-B)-4-H(i-+-^-) 

a (C-A--B")t-4- H(i -+-*•«) ~ C-Bh-Lh-A^-» ' 

de sorte qu'on aura cette équation en i 

[C - B -+- L -h A«^] [C - A -h L -h Bt**] -4- (C - A - B)»*-*- H«(i -h !«)« = o, 
laquelle, en faisant 14-1^= p, se réduit à cette forme 

(AB - H»)p*-+- [(A -^ B) (L - C) -h G«]p -h L«- 2L(A -f- B - C) = o. 
Ayant déterminé p par cette équation, on aura 



œ-aes? , j_a ^ ^ ,j _ (^ _ j _ ^^p ^ ^P . 

et la constante a demeurera indéterminée. Or, comme l'équation en p 
a deux racines, et que le radical y^p— i peut être pris également en plus 
et en moins, on aura ainsi quatre valeurs différentes de a?, j, lesquelles, 
étant réunies, satisferont également aux équations proposées, puisque 
les variables x, y n'y sont que sous la forme linéaire. Prenant donc 
quatre constantes différentes pour a, on aura de cette manière les va- 
leurs complètes de x et j, puisque ces valeurs, ne dépendant que de 
deux équations différentielles du second ordre, ne sauraient renfermer 
au delà de quatre constantes arbitraires. 

39. Pour que les expressions de a? et j ne contiennent point d'arcs 
de cercle, il faut que v^p— i soit imaginaire, et qu'ainsi p soit une 
quantité réelle et moindre que l'unité. 

Dénotons par p et a les deux racines de l'équation en p, supposées 
réelles et moindres que l'unité, et donnons aux quatre constantes arbi- 
traires cette forme imaginaire 

ae^v'-* ae-Pv^ ye-v'^ ye-^^ 

i\ — I is^ — I isj — I ay/— 1 

on aura, en faisant ces substitutions et passant des exponentielles 
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aux sinus et cosinus, ces expressions complètes et réelles de x et y- 

X =asin(6'v/i — p-+-P)-hy sin(^v^i — à -he), 
a(A 4- B — C) v^i — p (^1 .X 

y ^--- + irrc— 4(,-p)-L «os(9v/r=^ + p) 

+ B-C + a"-p)-L sin(9v/^- P + (3) 

OÙ a, ^, Y, e sont des constantes arbitraires dépendantes de Tétat ini 
tial du corps. 
Ayant ainsi x et v, on aura 

FH-t-G(B-C-L) 

s ^=z X -\- 



«=7-H 



(A~C-L)(B-C-L) — H« 

GH + F(A-C-L) 
(A - C - L) (B - C - L) ~ H» 



Donc, prenant pour 6 un angle quelconque proportionnel au temps, 
on aura (art. 36) ces valeurs des neuf variables $', y]', X,\ $", yj", ... 

ij =r -+- COS 9, Yî' =: -+- Sin 0, Ç' z=z 5, 

^"z=— sinô, yî'=-+-cos0, r=w, 

^*'= — 5C0SÔ -h 2/Sind, Yî^'nr — 5sin0 — m C0S6, Ç^zm i; 

en sorte qu'on connaîtra les coordonnées Ç, y), ^ de chaque point du 
corps pour un instant quelconque (art. 1). 

Si Ton compare les expressions précédentes de Ç', y]', ... avec celles 
de l'article 7, on en déduira facilement les valeurs des angles de rota- 
tion 9, '|, co; et l'on trouvera 

9-+-iJ^=:9, sin9sinci) = 5, cosçsino =: //; 
d'où l'on tire 



langci) = v^5*-i- a*, lang9 = -> ^j;=:0 — 9. 



s 
u 
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Et il est facile de voir, d'après les définitions de l'article 7, que (o 
sera l'inclinaison, supposée très petite, de l'axe du corps avec la verti- 
cale; que 4' sera l'angle que cet axe décrit en tournant autour de la 
verticale, et que ç sera l'angle que le corps même décrit en tournant 
autour du même axe, ces deux derniers angles pouvant être de gran- 
deur quelconque. 

40. Mais il faut pour l'exactitude de cette solution que les variables 
s etu demeurent toujours très petites. Ainsi, non seulement les con- 
stantes a et y, qui dépendent de l'état initial du corps, devront être 
très petites, mais il faudra que les valeurs des constantes F et G, don- 
nées par la figure du corps, soient aussi très petites, et que, de plus, 
les racines p et a soient réelles et positives, afin que l'angle soit tou- 
jours renfermé dans des sinus ou cosinus. 

Si l'on suppose F = o, G = o, savoir 

on aura les conditions nécessaires pour que les moments des forces 
centrifuges autour de l'axe du corps, qui est en même temps celui des 
coordonnées c, se détruisent, en sorte que le corps puisse tourner uni- 
formément et librement autour de cet axe. Or on sait qu'il y a, dans 
chaque corps, trois axes perpendiculaires entre eux et passant par le 
centre de gravité, lesquels ont cette propriété, et qu'on nomme com- 
munément, d'après Euler, les axes principaux du corps. Donc, puisque 
nous avons supposé que l'axe du corps passe en même temps par le 
centre de gravité et par le point de suspension, il s'ensuit que les 
quantités F et G seront nulles lorsque le corps sera suspendu par un 
point quelconque pris dans un de ses axes principaux. 

Donc, pour que ces quantités, sans être absolument nulles, soient 
du moins très petites, il faudra que le point de suspension du corps 
soit très près d'un de ses axes principaux; c'est la première condition 
nécessaire pour que l'axe du corps ne fasse que de très petites oscilla- 
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lions autour de la verticale, le corps lui-même ayant d'ailleurs un 
mouvement quelconque de rotation autour de cet axe. 

l/autre condition nécessaire pour que ces oscillations soient tou- 
jours très petites dépend de l'équation en p, et se réduit à celles-ci 

[( A -4- B) (L - C) -h C«]* > 4(AB - H«) [L»~ 2L( A -h B - C)], 

2(AB-H«)-h(A-+-B)(L-C)-4-C« 



AB — H* 



>o, 



(A ~C>-L)(B-C-L)- !P 

AB-H« >«' 

lesquelles dépendent à la fois de la situation du point de suspension 
et de la figure du corps. 

41. La solution que nous venons de donner embrasse la théorie des 
petites oscillations des pendules, dans toute la généralité dont elle est 
susceptible. On sait que Huygens a donné, le premier, la théorie des 
oscillations circulaires : Clairaut y a ajouté ensuite celle des oscilla- 
tions coniques, qui ont lieu lorsque le pendule, étant tiré de sa ligne 
de repos, reçoit une impulsion dont la direction ne passe pas par cette 
ligne. Mais, si le pendule reçoit en même temps un mouvement de 
rotation autour de son axe, la force centrifuge produite par ce mouve- 
ment pourra déranger beaucoup les oscillations, soit circulaires, soit 
coniques, et la détermination de ces nouvelles oscillations est un pro- 
blème qui n'avait pas encore été résolu complètement, et pour des 
pendules de figure quelconque. C'est la raison qui m'a déterminé à 
m'en occuper ici. 
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SECTION DIXIÈME. 



SUR LES PRINCIPES DE l'hYDRODYNAMIQUE. 



La détermination du mouvement des fluides est l'objet de l'Hydro- 
dynamique; celui de l'Hydraulique ordinaire se réduit à l'art de con- 
duire les eaux et de les faire servir au mouvement des machines. Cet 
art a dû être cultivé de tout temps, pour le besoin qu'on en a toujours 
eu, et les anciens y ont peut-être autant excellé que nous, à en juger 
par ce qu'ils nous ont laissé dans ce genre. 

Mais l'Hydrodynamique est une science née dans le siècle dernier. 
Newton a tenté le premier de calculer par les principes de la Méca- 
nique le mouvement des fluides, et d'Alembert est le premier qui ait 
réduit les vraies lois de leur mouvement à des équations analytiques. 
Ârchimède et Galilée (car l'intervalle qui a séparé ces deux grands 
génies disparait dans l'histoire de la Mécanique) ne s'étaient occupés 
que de l'équilibre des fluides. 

Torricelli commença à examiner le mouvement de l'eau qui sort 
d'un vase par une ouverture fort petite, et à y chercher une loi. Il 
trouva qu'en donnant au jet une direction verticale, il atteint toujours, 
à très peu près, le niveau de l'eau dans le vase; et comme il est à pré- 
sumer qu'il l'atteindrait exactement sans la résistance de l'air et les 
frottements, Torricelli en conclut que la vitesse de l'eau qui s'écoule 
est la même que celle qu'elle aurait acquise en tombant librement de 
la hauteur du niveau, et que cette vitesse est, par conséquent, propor- 
tionnelle à la racine carrée de la même hauteur. 

Ne pouvant cependant parvenir à une démonstration rigoureuse de 
XII. 3i 
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cette proposition, il se contenta de la donner comme un principe d'ex- 
périence, à la fin de son Traité De Motu naluraliter accelerato , imprimé 
en iG/|3. Newton entreprit de la démontrer dans le second Livre des 
Principes mathématiques y qui parurent en 1687; mais il faut avouer que 
c'est l'endroit le moins satisfaisant de ce grand Ouvrage. 

Si Ton considère une colonne d'eau qui tombe librement dans le 
vide, il est aisé de se convaincre qu'elle doit prendre la figure d'un 
conoïde formé par la révolution d'une hyperbole du quatrième ordre 
autour de l'axe vertical; car la vitesse de chaque tranche horizon- 
tale est, d'un côté, comme la racine carrée de la hauteur d'où elle est 
descendue, et, de l'autre, elle doit être, par la continuité de l'eau, en 
raison inverse de la largeur de cette tranche et, par conséquent, en 
raison inverse du carré de son rayon; d'où il résulte que la portion de 
l'axe, ou l'abscisse qui représente la hauteur, est en raison inverse de la 
quatrième puissance de l'ordonnée de l'hyperbole génératrice. Si donc 
on se représente un vase qui ait la figure de ce conoïde, et qui soit 
entretenu toujours plein d'eau, et qu'on suppose le mouvement de 
l'eau parvenu à un état permanent, il est clair que chaque particule 
d'eau y descendra comme si elle était libre, et qu'elle aura, par consé- 
quent, au sortir de l'orifice, la vitesse due à la hauteur du vase de 
laquelle elle est tombée. 

Or Newton imagine que l'eau qui remplit un vase cylindrique ver- 
tical, percé à son fond d'une ouverture par laquelle elle s'échappe, se 
partage naturellement en deux parties, dont l'une est seule en mouve- 
ment et a la figure du conoïde dont nous venons de parler : c'est ce 
qu'il nomme la cataracte; l'autre est en repos, comme si elle était 
glacée. De cette manière, il est clair que l'eau doit s'échapper avec une 
vitesse égale à celle qu'elle aurait acquise en tombant de la hauteur 
du vase, comme Torricelli l'avait trouvé par l'expérience. Cependant 
Newton, ayant mesuré la quantité d'eau sortie dans un temps donné 
et l'ayant comparée à la grandelir de l'orifice, en avait conclu, dans la 
première édition de ses Principes, que la vitesse au sortir du vase 
n'était due qu'à la moitié de la hauteur de l'eau dans le vase. Cette 
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erreur venait de ce qu'il n'avait pas d'abord fait attention à la contrac- 
tion de la veine; il y eut égard dans la seconde édition, qui parut en 
1714, et il reconnut que la section la plus petite de la veine était, à 
l'ouverture du vase, à peu près comme i à v^2; de sorte qu'en prenant 
cette section pour le vrai orifice, la vitesse doit être augmentée dans la 
même raison de i à \/2 et répondre, par conséquent, à la hauteur 
entière de l'eau. De cette manière, sa théorie se trouva rapprochée de 
l'expérience, mais elle n'en devint pas pour cela plus exacte; car la 
formation de la cataracte ou vase fictif dans lequel l'eau est supposée 
se mouvoir, tandis que l'eau latérale demeure en repos, est évidem- 
ment contraire aux lois connues de l'équilibre des fluides, puisque 
l'eau qui tomberait dans cette cataracte avec toute la force de sa 
pesanteur, n'exerçant aucune pression latérale, ne saurait résister à 
celle du fluide stagnant qui l'environne. 

Vingt ans auparavant, Varignon avait donné à l'Académie des 
Sciences de Paris une explication plus naturelle et plus plausible du 
phénomène dont il s'agit. Ayant remarqué que, quand l'eau s'écoule 
d'un vase cylindrique par une petite ouverture faite au fond, elle n'a 
dans le vase qu'un mouvement très petit et sensiblement uniforme 
pour toutes les particules, il en conclut qu'il ne s'y faisait aucune 
accélération, et que la partie du fluide qui s'échappe à chaque instant 
recevait tout son mouvement de la pression produite par le poids de la 
colonne de fluide dont elle est la base. Ainsi ce poids, qui est comme 
la largeur de l'oriflce multipliée par la hauteur de l'eau dans le vase, 
doit être proportionnel à la quantité de mouvement engendrée dans la 
particule qui sort à chaque instant par le même orifice. Or cette quan- 
tité de mouvement est, comme l'on sait, proportionnelle à la vitesse et 
à la masse, et la masse est ici comme le produit de la largeur de l'ori- 
fice par le petit espace que la particule parcourt dans l'instant donné, 
espace qui est évidemment proportionnel à la vitesse même de cette 
particule; par conséquent, la quantité de mouvement dont il s'agit est 
en raison de la largeur de l'orifice multipliée par le carré de la vitesse. 
Donc enfin la hauteur de l'eau dans le vase est proportionnelle au carré 
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de la vitesse avec laquelle elle s'échappe, ce qui est le théorème de 
Torricelli. 

Ce raisonnement a néanmoins encore quelque chose de vague, car 
on y suppose tacitement que la petite masse qui s'échappe à chaque 
instant du vase acquiert brusquement toute sa vitesse par la pression 
de la colonne qui répond à rorificc. Or on sait qu'une pression ne peut 
pas produire tout à coup une vitesse finie. Mais en supposant, ce qui 
est naturel, que le poids de la colonne agisse sur la particule pendant 
tout le temps qu'elle met à sortir du vase, il est clair que cette parti- 
cule recevra un mouvement accéléré, dont la quantité, au bout d'un 
temps quelconque, sera proportionnelle a la pression multipliée par 
le temps. Donc le produit du poids de la colonne par le temps de la 
sortie de la particule sera égal au produit de la masse de cette parti- 
cule par la vitesse qu'elle aura acquise; et comme la masse est le 
produit de la largeur de l'orifice par le petit espace que la particule 
décrit en sortant du vase, espace qui, par la nature des mouvements 
uniformément accélérés, est comme le produit de la vitesse par le 
temps, il s'ensuit que la hauteur de la colonne sera de nouveau comme 
le carré de la vitesse acquise. Cette conclusion est donc rigoureuse, 
pourvu qu'on accorde que chaque particule, en sortant du vase, est 
pressée par le poids entier de toute la colonne du fluide qui a cette 
particule pour base; c'est ce qui aurait lieu, en effet, si le fluide con- 
tenu dans le vase y était stagnant, car alors sa pression sur la partie 
du fond pu est l'ouverture serait égale au poids de la colonne dont 
elle est la base; mais cette pression doit être différente lorsque le 
fluide est en mouvement. Cependant il est clair que plus il appro- 
chera de l'état de repos, plus aussi sa pression sur le fond approchera 
du poids total de la colonne verticale; d'ailleurs, l'expérience fait voir 
que le mouvement du fluide dans le vase est d'autant moindre que 
l'ouverture est plus petite. Ainsi la théorie précédente approchera 
d'autant plus de la vérité que les dimensions du vase seront plus 
grandes relativement à l'ouverture par laquelle le fluide s'écoule, et 
c'est ce que l'expérience confirme. 
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vases, et il est surprenant qu'on n*ait pas su d'abord profiter pour 
celui-ci des lumières que l'on avait déjà acquises par l'autre. 

Le même principe de la conservation des forces vives fournit encore 
la première solution de ce dernier problème et servit de base à l'Hy- 
drodynamique de Daniel Bernoulli, imprimée en 1738, Ouvrage qui 
brille d'ailleurs par une Analyse aussi élégante dans sa marche que 
simple dans ses résultats. Mais l'incertitude de ce principe» qui n'avait 
pas encore été démontré d'une manière générale, devait en jeter aussi 
sur les propositions qui en résultent, et faisait désirer une théorie plus 
sûre et appuyée uniquement sur les lois fondamentales de la Méca- 
nique. Maclaurin et Jean Bernoulli entreprirent de remplir cet objet, 
l'un dans son Traité des Fluxions^ et l'autre dans sa Nouvelle Hydrau- 
liquey imprimée à la suite de ses Œuvres. Leurs méthodes, quoique 
très différentes, conduisent aux mêmes résultats que le principe de la 
conservation des forces vives; mais il faut avouer que celle de Mac- 
laurin n'est pas assez rigoureuse et parait arrangée d'avance, confor- 
mément aux résultats qu'il voulait obtenir; et quant à la méthode de 
Jean Bernoulli, sans adopter en entier les difficultés que d'Alembert 
lui a opposées, on doit convenir qu'elle laisse encore à désirer du côté 
de la clarté et de la précision. 

On a vu, dans la Section I, comment d'Alembert, en généralisant la 
théorie de Jacques Bernoulli sur les pendules, était parvenu à un prin- 
cipe de Dynamique simple et général, qui réduit les lois du mouve- 
ment des corps à celles de leur équilibre. L'application de ce principe 
au mouvement des fluides se présentait d'elle-même, et l'auteur en 
donna d'abord un essai à la fin de sa Dynamique, imprimée en i743; 
il Ta développée ensuite avec tout le détail convenable dans son Traité 
des Fluides y qui parut l'année suivante, et qui renferme des solutions 
aussi directes qu'élégantes des principales questions qu'on peut pro- 
poser sur les fluides qui se meuvent dans des vases. 

Mais ces solutions, comme celles de Daniel Bernoulli, étaient ap- 
puyées sur deux suppositions qui ne sont pas vraies en général : i^ que 
les différentes tranches du fluide conservent exactement leur parallé- 
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fluide mû par des forces quelconques; malheureusement, elles sont si 
rebelles qu'on n*a pu, jusqu'à présent, en venir à bout que dans des 
cas très limités. 

C'est donc dans ces équations et dans leur intégration que consiste 
toute la théorie de l'Hydrodynamique. D'Alembert employa d'abord 
pour les trouver une méthode un peu compliquée; il en donna ensuite 
une plus simple; mais cette méthode, étant fondée sur les lois de l'équi- 
libre particulières aux fluides, fait de l'Hydrodynamique une science 
séparée de la Dynamique des corps solides. La réunion que nous 
avons faite, dans la première Partie de cet Ouvrage, de toutes les lois 
de l'équilibre des corps tant solides que fluides dans une même for- 
mule, et l'application que nous venons de faire de cette formule aux 
lois du mouvement, nous conduisent naturellement à réunir de mémo 
la Dynamique et l'Hydrodynamique comme des branches d'un principe 
unique, et comme des résultats d'une seule formule générale. 

C'est l'objet qui reste a remplir pour compléter notre travail sur la 
Mécanique et acquitter l'engagement pris dans le titre de cet Ouvrage. 
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SECTION ONZIÈME. 



DU MOUVEMENT DES FLUIDES LNCOMPRESSIBLES. 



1. On pourrait déduire immédiatement les lois du mouvement de 
ces fluides de celles de leur équilibre, que nous avons trouvées dans 
la Section VII de la première Partie; car, par le principe général 
exposé dans la Section II, il ne faut qu'ajouter aux forces accéléra- 

trices actuelles les nouvelles forces accélératrices -ji^» -77^' -j^^ diri- 

dt^ dt^ dt^ 

gées suivant les coordonnées rectangles cc^yy z. 

Ainsi, comme, dans les formules de l'article 10 et suivants de la Sec- 
tion VII citée, on a supposé toutes les forces accélératrices du fluide 
déjà réduites à trois, X, Y, Z, dans la direction des coordonnées a-, 
r, 5, il n'y aura, pour appliquer ces formules au mouvement des fluides, 
qu'à y substituer 

d^jr d}y d} z 

^-^W^' ^^dï^' ^'^dF 

au lieu de X, Y, Z. Mais nous croyons qu'il est plus conforme à Tobjet 
de cet Ouvrage d'appliquer directement aux fluides les équations géné- 
rales données dans la Section IV pour le mouvement d'un système 
quelconque de corps. 

§ I. — Équations générales pour le mouvement des fluides incompressibles. 

2. On peut considérer un fluide incompressible comme composé 
d'une infinité de particules qui se meuvent librement entre elles sans 
changer de volume; ainsi la question rentre dans le cas de l'article 17 
de la Section citée ci-dessus. 

XII. 35 
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Soient donc Dm la masse d'une particule ou élément quelconque du 
fluide; X, Y, Z les forces accélératrices qui agissent sur cet élément, 
réduites, pour plus de simplicité, aux directions des coordonnées rec- 
tangles ^, y, 5, et tendantes à diminuer ces coordonnées; 

L=:o 

l'équation de condition résultante de l'incompressibilité ou de l'inva- 
riabilité du volume Dm; X une quantité indéterminée, et § une carac- 
téristique intégrale correspondante à la caractéristique différentielle D 
et relative à toute la masse du fluide; on aura, pour le mouvement du 
fluide, cette équation générale (Sect. IV) 



s [(^ - ") " - (S-r - V) ir ^C^^Z) ^^] Dn. . S'- *■- 



O. 



Il faut maintenant substituer dans cette équation les valeurs de Dm 
et de SL, et, après avoir fait disparaître les différences des variations, 
s'il y en a, égaler séparément à zéro les coefficients des variations 
indéterminées 8x, Sy, Ss. 

Retenons la caractéristique D pour représenter les différences rela- 
tives à la situation instantanée des particules contiguës, tandis que la 
caractéristique dse rapportera uniquement au changement de position 
de la même particule dans l'espace; il est clair qu'on peut représenter 
le volume de la particule Dm par le parallélépipède DxDyDz; ainsi, 
en nommant A la densité de cette particule, on aura 

l)mz=:M)xDyDz. 

De plus, il est visible que la condition de l'incompressibilité sera 
contenue dans l'équation 

l)x Dy Dz = const.; 

de sorte qu'on aura 
et, par conséquent, 

oL = à{DxDyDz). 

Pour déterminer cette différentielle, il faut employer les mêmes consi- 



L =: Dx D/ Dz — const., 
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(léralions que dans Tarticle 11 de ia Section VII de la première Partie; 
ainsi, en changeant rf en D dans les formules de cet endroit, on aura 

Cette quantité étant multipliée par X et intégrée relativement à toute 
la masse du fluide, on aura la valeur de ^XâL, dans laquelle il faudra 
faire disparaître les doubles signes DS par les mêmes procédés déjà 
employés dans l'article 17 de la Section citée. On aura ainsi 

Faisant donc ces substitutions dans le premier membre de l'équation 
générale, elle contiendra premièrement cette formule intégrale totale 






-h AX — n- ^^^ 



d"y ^ Av «^ ^ 



^"^ S; "*■ (^S + ^^ - j~)aj DxDjD-- 



( 






dans laquelle il faudra faire séparément égaux à zéro les coefficients 
des variations Sa:, oy, Ss, ce qui donnera ces trois équations indéfinies, 
pour tous les points de la masse fluide. 



(- 

\dt 



^'"5ï^--^')-K-- 
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Il restera ensuite à faire disparaître les intégrales partielles 

^(l" Sj:'- V djc')l)y l)z -h §(>/' dy - y o/) Djc l)z -^^{y àz' - V dz') Djc Dr, 

lesquelles ne se rapportent qu'à la surface extérieure du fluide; et 
Ton en conclura, comme dans l'article 18 de la Section VII citée, que 
la valeur de X devra être nulle pour tous les points de la surface où 
le fluide est libre; on prouvera de plus, comme dans l'article 31 de la 
même Section, que, relativement aux endroits où le fluide sera contenu 
par des parois fixes, les termes des intégrales précédentes se détrui- 
ront mutuellement, en sorte qu'il n'en résultera aucune équation; et, 
en général, on démontrera, par un raisonnement semblable à celui des 
articles 32, 38, 39, que la quantité X, rapportée à la surface du fluide, 
y exprimera la pression que le fluide y exerce, et qui, lorsqu'elle n'est 
pas nulle, doit être contre-balancée par la résistance ou l'action des 
parois. 

3. Les équations qu*on vient de trouver renferment donc les lois 
générales du mouvement des fluides incompressibles; mais il y faut 
joindre encore l'équation même qui résulte de la condition de l'incom- 
pressibilité du volume D^rDyDs, pendant que le fluide se meut : cette 
équation sera donc représentée par 

d(DxDyhz)=:o, 

de sorte qu'en cbangeant S en rfdans l'expression 8{ï)xï)yDz) trouvée 
ci-dessus, et égalant à zéro, on aura 

,-., Dciac Ddy Ddz 

(^elte équation, combinée avec les trois équations (A) de l'article pré- 
cédent, servira donc à déterminer les quatre inconnues^, y, z et A. 

4. Pour avoir une idée nette de la nature de ces équations, il faut 
considérer que les variables «r, j, z qui déterminent la position d'une 
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particule dans un instant quelconque doivent appartenir à la fois a 
toutes les particules dont la masse fluide est composée; elles doivent 
donc être des fonctions du temps / et des valeurs que ces mêmes va- 
riables ont eues au commencement du mouvement, ou dans un autre 
instant donné. Nommant donc a, b, c les valeurs de ce, y, z lorsque / 
égale zéro, il faudra que les valeurs complètes de x, j, z soient des 
fonctions de a, A, c, /. De cette manière, les différences marquées par 
la caractéristique D se rapporteront uniquement à la variabilité de a, 
h, c; et les différences marquées par l'autre caractéristique d se rap- 
porteront simplement à la variabilité de /. Mais comme, dans les équa- 
tions trouvées, il y a des différences relatives aux variables mêmes ,r, 
V, 5, il faudra réduire celles-ci aux différences relatives à a, />, c, ce 
qui est toujours possible; car on n'a qu'à concevoir qu'on ait substitué 
dans les fonctions, avant la différentiation, les valeurs mêmes de a\ 
V, z en a, 6, c. 

5. En regardant donc les variables x, y, z comme des fonctions de 
rt, 6, c, /, et représentant les différentielles selon la notation ordinaire 
des différences partielles, on aura 

,. dx , dx ,, dx , 
Dx == -^— aa -H -TT «^ -H -r- «c, 
âa db de 

-^ da db de 

hz =z —- da -h ^ db -h -r- de ; 
ôa db de 

et, regardant en même temps la fonction X comme une fonction de x, 
V, :; et comme une fonction de a, 6, c, on aura 

^^ DX^, DX^ DX^ DX . DX .. DX . 

DX = ,- -\)x^ =r-liY '\- Tr-l^z=~- da-^-^rdb^^- de; 
[)x D/ -^ D5 da db de 

ces deux expressions de DX devant être identiques, si l'on substitue 
dans la première les valeurs de Hx, Dj, D:; en da, db, de, il faudra 
que les coefTicients de da, db, de soient les mêmes de part et d'autre, 
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ce qui fournira trois équations qui serviront à déterminer les valeurs 

do n— ' iv-' TT- en -5-> -77» 3-; ce sera la même chose si 1 on substitue 

vx Df Dz aa ab oc 

dans la seconde expression de DX les valeurs de da, db, de Qn \ijL\ 
Hy, Mz tirées des expressions de ces dernières quantités; alors la 
comparaison des termes affectés de Dj?, Hy^ Hz donnera immédiate- 
ment les valeurs de n-^ > • • • • 

VX 

Or, par les règles ordinaires de l'élimination, on a 

- a\)x + a' Dr -h a" liz 
,ia^ f • 



d ' 



en supposant 



a r- 



ày^ àz^ _àf ^ ft — ^ !^ _ ^Z ^ - ^y ^^ ày àz 

db de de âb^ . ~ de da da de^ ' ~~ àa db db da 



, dx dz dx dz ^, dx dz dx dz , dx dz dx dz 

de db db de^ da de de da^ ' ~ db da da db * 

^ dx^ dy dx dy ^„ dx dy dx dy »_ ^-^ <^y àx dy 

"" db de de db^ ^ ~ de da da dc^ ' da db db da^ 

^ _ dx^ dy dz dx dy dz 
da db de db da de 

dx dy dz dx dy dz 
db de da de db da 

dx dy dz dx dy dz 
de da db da de db 

Faisant donc ces substitutions dans l'expression 

dl , d'k ,, d'k , 

et comparant ensuite avec l'expression identique 

DX ,, DX-, DX„ 
iTx*^^- lTP»-^ + Di»=' 
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on aura 



m 




1>K 


a! dl P' dl Y dl 
da'^ 9 db^ 9 de 



Dz " e da~^ e âb^ e âc' 

Ainsi, substituant ces valeurs dans les trois équations (A) de l'ar- 
ticle 2, elles deviendront de cette forme, après avoir multiplié par 0, 

^^V5^-^^V~ d^"^ Tb~y d^-'"' 

où il n'y a, comme l'on voit, que des différences partielles relatives à 
n, i, c, /. 

Dans ces équations, la quantité A qui exprime la densité est une 
fonction donnée de a, b, c sans /, puisqu'elle doit demeurer invariable 
pour chaque particule; et si le fluide est homogène, A sera alors une 
constante indépendante de a, i, c, i. Quant aux quantités X, Y, Z qui 
représentent les forces accélératrices, elles seront le plus souvent don- 
nées en fonctions de x,y, z, t. 

6. Mais on peut réduire les équations précédentes à une forme plus 
simple, en ajoutant ensemble, après les avoir multipliées respective- 

. . . . dû:^ dv dz dx dy dz . dx ây 

ment et successivement par -t-j ^> j-> par ^' ^' ^ ^^ P^** ^' "p ' 
-^; car, d'après les expressions de 0, a, p, y, a', P', ... données ci- 
dessus, il est aisé de voir qu'on aura 

r, dx ,dy ,dz r.dx ^.ây ^«dz dx , dy . âz 
^^'^Ta-^'^ta^^'d-a^^Tb^^M^^db^'^Tc-^ytc-^yd-c^ 
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oiisuite 

aàx a,ày dpàz 

dx ,dy , dz 

db db db ' 

et ainsi de suite; de sorte que, par ces opérations et ces réductions, on 
aura les transformées 

.l'/rf'.r ^\djr /(Py ^\dy (cPz r,\dz-\ dl . 



(D) l A 



[fd^jT ..\dx /(Py ^\dy (d}z r\dz-\ dl 

[[-dF^VàÔ^\-dï^-^Vtb-^{-dF-^Vdb\-db=^''' 

\(<Pa: ^\dx (cPy ^\dY IcPz „\ J-"| 



dl 



(*) On aurait pu parvenir directement à ces dernières équations, en 
introduisant dans les formules de l'article 2, au lieu des variations o.r, 
iy, oz, celles des coordonnées de l'état initial Sa, ùb, Se; car, en regar- 
dant r, y, z comme fonctions de a, b, c, on aura 

5. djc ^ dx ^, ()x 5. 

OvF =: ^- oa 4- -rr û^ 4- 1— oc, 
ôa do oc 

()y ^ ^ dy ^, ày ^ 
•^ ôa db de 

6s =1 -^ Sa -h -^ db -h -1^ èc. 
da db de 

On fera ces substitutions dans la formule (a) de l'article 2, et l'on éga- 
lera à zéro les quantités multipliées par Sa, Se, Se. 

Kn observant que, X étant fonction de œ, j, s, on a, par rapport à a, />, r, 

dl_mdx ^ày_^^àz 
da ~ Dx da Dy da ' Dz da^ 

d)^_mdx m dy Dldz 
db ~ Dx db '^ Dy db'^ Dz db ' 

àk Dldx ^m dy ^dz 
de ~ Dx de ' Dy de Dz dc^ 

{ > ) (Zclte fin de l'article 6 ne se trouve pas dans la première édition. (/. Bertrand,) 
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on aura tout de suite les équations dont il s'agit, lesquelles, dans le cas 
où Xdœ-\-Y dy -hZidz est une différentielle complète représentée par 
(f\\ peuvent se mettre sous cette forme plus simple 



dy\ dl 



./d^x dx d}y dy d^z dz 

\ 'di} dâ '^ 'dî^ dâ '^ 'dt^ da ' da J ôa 

\ dt^ ôb "^ dt^ ôb "^ df" ôb ^ ôb ) âb " ^' 

. /d*x dx d*-y ÔY d^z ôz dW\ ô\ 



dt^ ôc dt^ de âc J de 



7. On transformera, d'une manière semblable, l'équation (B) de 
l'article 3; et, pour cela, comme, d'après la remarque de l'article 4, 
les différentielles dœ, dy, dz ne sont relatives qu'à la variable /, on les 

réduira d'abord aux différences partielles -^dt, -^dt, -jidt; en sorte 

que l'équation dont il s'agit, étant divisée par di, sera de la forme 



D ^ Y^^y D ^ 

ôt ôt ôt _ 

~D^ "^ "dT" ^ "dF "" ^' 

Or, par les formes trouvées ci-dessus pour les valeurs de ^> g-> •••> 
on aura pareillement, en substituant -^y ^> ••• à la place de X, 

ât _ (X à âx ^ ô ôx y d dx 
Dx' ~ ë ââ Jî ^ Ô âb Tt '^ 6 Oc 'ôï' 

et comme, dans le second membre de cette équation, la quantité x est 
regardée comme une fonction de a, b, r, /, on aura 



à dx â^x 

ôa ôt ~~ da dt 



— t 



et ainsi des autres différences partielles de x\ de sorte qu'on aura 
simplement 



jjdx 



dt OL d^x (3 d^x y d^x 



Y>x ~ 6 dadt e dbdl B dcdt 
XII. 36 



J 
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ces valeurs, substituées dans Texpression de D:;, donneront 



D5=: 



Oz /dx dv ôx dy\ dz fax dy ôx dy\ ôz fdx ày ây dx\ 
âa \ âb de de db ) àb \ de ôa ôa de J âe\ da db da db ) 



dx dy dy dx 
da db da db 



de. 



Pour avoir de même la valeur de Dy, on supposera DiP=o et D5=o, 
ce qui donne 

, dx j dx ., 

rfc =: o, -; - aa H- ^^ a6 = o ; 

da db 

d'où Ton tire 

dx 

da^^ r — db, 

dx 

da 

et cette valeur ainsi que celle de de égale a o, étant substituées dans 
l'expression de Dj, donneront 

dx dy dx dy 

^ da dib db da ,, 
Dy= -^ db. 

da 

Enfin, pour avoir la valeur de Dx, on fera Dy = o, Dz = o, ce qui 
donne 

db =^ o, de=z o, 

et, par conséquent, 

Dx zn -T^ da, 
da 

Multipliant ensemble ces valeurs de Dx, Dy, Ds, on aura 

\.àa\db de de db) db\de da da de J de\da db da db / \ 

Faisant donc DxDyDz = dadbdc, on aura tout de suite l'équa- 
tion (E). 

Il est bon de remarquer que cette valeur de DxDyDz est celle qu'on 
doit employer dans les intégrales triples relatives à x,y, z, lorsqu'on 
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veut y substituer, à la place des variables ^,7, :?, des fonctions don- 
nées d'autres variables a, 6, c. 

8. Comme les équations dont il s'agit sont à difTérences partielles, 
l'intégration y introduira nécessairement différentes fonctions arbi- 
traires; et la détermination de ces fonctions devra se déduire en partie 
de l'état initial du fluide, lequel doit être supposé donné, et en partie 
de la considération de la surface extérieure du fluide, qui est aussi 
donnée si le fluide est renfermé dans un vase, et qui doit être repré- 
sentée par l'équation X = o lorsque le fluide est libre (art. 2). 

En effet, dans le premier cas, si l'on représente par A = o l'équation 
des parois du vase, A étant une fonction donnée des coordonnées x^ 
y, z de ces parois et du temps i, si les parois sont mobiles ou d'une 
forme variable, en y mettant pour ces variables leurs valeurs en a, 6, 
c, /, on aura une équation entre les coordonnées initiales a, 6, c et le 
temps /, laquelle représentera, par conséquent, la surface que for- 
maient dans l'état initial les mêmes particules qui, après le temps /, 
forment la surface représentée par l'équation donnée A=o. Si donc on 
veut que les mêmes particules qui sont une fois à la surface y demeu- 
rent toujours et ne se meuvent que le long de cette surface, condition 
qui parait nécessaire pour que le fluide ne se divise pas, et qui est 
reçue généralement dans la théorie des fluides, il faudra que l'équation 
dont il s'agit ne contienne point le temps /; par conséquent, la fonc- 
tion A de a?, y, z devra être telle, que / y disparaisse après la substitu- 
tion des valeurs de x^ j, :; en «, b, c, /. 

Par la même raison, l'équation X = o de la surface libre ne devra 
point contenir /; ainsi la valeur de X devra être une simple fonction de 
a, b, c, sans /. 

Au reste, il y a des cas, dans le mouvement d'un fluide qui s'écoule 
d'un vase, oii la condition dont il s'agit ne doit pas avoir lieu; alors les 
déterminations qui résultent de cette condition ne sont plus néces- 
saires. 

9. Telles sont les équations par lesquelles on peut déterminer direc- 
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tement le mouvement d'un fluide quelconque incompressible. Mais ces 
équations sont sous une forme un peu compliquée, et il est possible de 
les réduire à une plus simple, en prenant pour inconnues, à la place 

des coordonnées ;r, y, 5, les vitesses -^> -^> -^ dans la direction des 

•^ at al de 

coordonnées, et en regardant ces vitesses comme des fonctions de .r, 
j, 5, /. 

En efl'et, d'un côté, il est clair que, puisque a-, j, z sont fonctions de 

a, i, r, /, les quantités ^> ^, ^ seront aussi fonctions des mêmes 

variables a, b, c, t; donc, si l'on conçoit qu'on substitue dans ces fonc- 
tions les valeurs de a, />, c en x, y, z tirées de celles de x, y, z en a, 

j dx dy dz . , /» »• j a . 

A, r, on aura ^> ^) ^ exprimées en fonctions de x, r, 5 et /. 

D'un autre côté, il est clair que, pour la connaissance actuelle du 
mouvement du fluide, il suffit de connaître à chaque instant le mouve- 
ment d'une particule quelconque qui occupe un lieu donné dans l'es- 
pace, sans qu'il soit nécessaire de savoir les états précédents de cette 
particule; par conséquent, il suffit d'avoir les valeurs des vitesses 

dx dy dz /» ^- 1 

-rry -4-^ -j. cu fouctions de Xj y, z, t. 

D'ailleurs, ces valeurs étant connues, si on les nomme p, y, r, on 
aura les équations 

dx =z p dty df = q dt, dz = /• dt, 

entre x,y, z, /, lesquelles, étant ensuite intégrées de manière que a?, 
V, z deviennent a, b, c lorsque / = o, donneront les valeurs mêmes 
de ^, y, z en a, b, c, /. 

Au reste, si l'on chasse dt de ces équations différentielles, on aura 
ces deux-ci 

P dy = q dXf p dz ^= r dx, 

lesquelles expriment la nature des diff*érentes courbes dans lesquelles 
tout le fluide se meut à chaque instant, courbes qui changent de place 
Pt de forme d'un instant à l'autre. 



SECONDE PARTIE.- SECTION XI. 287 

10. Reprenons donc les équations fondamentales (A) et (B) des 
articles 2 et 3, et introduisons-y les variables 

dx dv dz 

^-~di' ^-57' '-W 

regardées comme des fonctions de Xy y, z^ t. 

Il est clair que les quantités -j-^y -jj^j ^^ peuvent être mises sous 

d-"^- di^ d — 
la forme -3^> ~w7~' 'JT^ ^^ quantités ^, ^, -^ sont censées des 

fonctions de a, 6, c, /. 

En les regardant donc comme telles, on aura, pour la différence 

, dx 

dx . dx dx dx 

dt , dt , dt ,, dt . 

— r^— dt-\ . da-\ ^rr- "^ H i — "^> 

ôt oa ôb ôc 

et ainsi des autres; mais en les regardant comme fonctions de x^ j, 
z, /, et les désignant par p, y, r, leurs différences complètes seront 

~fdt-\--^dx~\- -J^ dy -h ^ dzy 
Ot dx ày ^ dz 

et ainsi des autres différences; donc, si dans ces dernières expressions 
on met pour dx, dy, dz leurs valeurs en a, b, c, /, il faudra qu'elles 
deviennent identiques avec les premières; mais, x étant regardé comme 
fonction de a, b, c, /, on a 

/ f^jc ,, dx , dx ,. dx , 
dx = -r- dt -\- ^-^ da -^ -^— db -\- -^ crc, 
dt da db de 

d v 

OÙ -^ est évidemment/?, en supposant qu'on mette dans/? les valeurs 

de x, y, z en a, b, c, /. 
Ainsi Ton aura • 

dx ^=z p dt -h -T— da -\- . . . ; 
'^ da 
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et, de même, 

dr ^= fï clt -h -r- da -^ . . . . dz ^^ r dl -^ ^- da -\- , . , . 
' âa ôa 

Substituant ces valeurs dans l'expression de la différence complète 
de -.-» les termes affectés de dt seront 

dl 



C^^ls-'l-^O"'' 



lesquels devant être identiques avec le terme correspondant ^ -v- dt^ 

d'X 

ou bien -^, dt^ on aura 



dû 



(P.T _ dp dp dp dp 



-^P±:-^'fÂ7.-^'' 



• y 



dt* dt '^ djc ^ dv dz 

et Ton trouvera de la même manière 

d*V dq dq dq dq 

d^z dr dr dr dr 

On fera donc ces substitutions dans les équations (A); et comme 

dans ces mêmes équations tes termes jr— > |— > ^- représentent des 

différences partielles de X relativement à x, r, z, en supposant / con- 
stant, on y pourra changer la caractéristique D en d. 
On aura ainsi les transformées 



^'-fi- 



dp dp dp ^\ dl 

dx ' dr dz ) dx 

.(dr dr dr dr „\ dl 

' A regard de l'équation (B) do l'ailicle 3, dans laquelle les difFé- 
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rcnces marquées par d sont relatives à /, et celles qui sont marquées 
par D sont relatives à x^ j, z^ il n'y aura qu'à y mettre à la place de 
dx^ dvy dz leurs valeurs pdt, qdi, rdl\ et, changeant la caractéris- 
tique D en d^ puisque la caractéristique est indifférente dans les diffé- 
rences partielles, on aura sur-le-champ, à cause de di constant, 

On voit que ces équations sont beaucoup plus simples que les équa- 
tions (C) ou (D) et (E) auxquelles elles répondent; ainsi il convient 
de les employer de préférence dans la théorie des fluides. 

Ces quatre équations (F) et (G) donneront/?, y, r et X en fonctions 
de a-, j, z et de /, regardé comme constant dans leur intégration. Et si 
l'on voulait ensuite avoir les valeurs de ^, v, - en fonctions de / et des 
coordonnées primitives a, h, c, comme dans la première solution, il 
n'y aurait qu'à intégrer les équations 

cijT z=. p cit, dy = q dt, dz •= r dty 

en V introduisant comme constantes arbitraires les valeurs initiales a, 
6, c de x^ y^ z. 

11. Dans les fluides homogènes et de densité uniforme, la quan- 
tité A qui exprime la densité est tout à fait constante; c'est le cas lo 
plus ordinaire, et le seul que nous examinerons dans la suite. 

iMais, dans les fluides hétérogènes, cette quantité doit être une fonc- 
tion constante relativement au temps / pour la même particule, mais 
variable d'une particule à l'autre, selon une loi donnée. Ainsi, en con- 
sidérant le fluide dans l'état initial où les coordonnées x, y, z sont a^ 
A, c, la quantité A sera une fonction donnée et connue de a, b, c; 
donc, si l'on regarde A comme fonction de x, j, z et /, il faudra qu'en 
y substituant les valeurs de x, y, :; en fonctions de a, b, c et /, la 
variable / disparaisse, et, par conséquent, que la différentielle de A 
par rapport à / soit nulle. On aura donc, à cause de x, y, z fonctions 
XII. 3; 
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de /, Inéquation 

~âl '^ ôx dt'^ dy dt '^ dz dt~ ^' 

où il faudra mettre pour -^, -j-y -^ leurs valeurs/?, y, r. 
Ainsi on aura Téquation 

,„, f}A JA ()A dA 

qui servira à déterminer rinconnueAdans les équations (F), parce que 
dans ces équations on doit traiter A comme une fonction de x^ y, z. 
A cet égard, elles sont moins avantageuses que les équations (C) 
ou (D), dans lesquelles on peut regarder A comme une fonction 
connue de a, 6, c. 

12. Ce que nous venons de dire relativement à la fonction A, il 
faudra l'appliquer aussi à la fonction A, en tant que A = o est Téqua- 
lion des parois du vase et qu'on suppose que le fluide contigu aux 
parois ne peut se mouvoir qu'en coulant le long de ces parois, de 
manière que les mêmes particules restent toujours à la surface; car 
cette condition demande, comme on l'a vu dans l'article 8, que A 
devienne une fonction de a, 6, c sans /; de sorte qu'en regardant cette 
quantité comme une fonction de x^ j, s, /, on aura aussi l'équation 

Pour les parties de la surface où le fluide sera libre, on aura l'équa- 
tion X = o (art. 2); il faudra, par conséquent, pour satisfaire à la même 
condition, relativement à cette surface, que l'on ait aussi 



t 



d\ ôl dl âl 

13. Voilà les formules les plus générales et les plus simples pour la 
détermination rigoureuse du mouvement des fluides. La difficulté ne 
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consiste plus que dans leur intégration; mais elle est si grande que 
jusqu'à présent on a été obligé de se contenter, même dans les pro- 
blèmes les plus simples, de méthodes particulières et fondées sur des 
hypothèses plus ou moins limitées. Pour diminuer autant qu'il est 
possible cette difficulté, nous allons examiner comment et dans quels 
cas ces formules peuvent encore être simplifiées; nous en forons 
ensuite l'application à quelques questions sur le mouvement des 
Huides dans des vases ou des canaux. 

14. Rien n'est d'abord plus facile que de satisfaire à l'équation (G) 
de l'article 10; car, en faisant 



elle devient 



-+- 3— T- 4- -T- = O, 



ôjc ôz dy dz dz 

laquelle est intégrable relativement à :;, et donne 

il n'est point nécessaire d'ajouter ici une fonction arbitraire, à cause 
des quantités indéterminées a et fl. 
Ainsi l'équation dont il s'agit sera satisfaite par ces valeurs 



Ô7. _ô^ .— _î^_^ 

ôz^ ' dz^ djc ÔY 



lesquelles étant ensuite substituées dans les trois équations (F) du 
même article, il n'y aura plus que trois inconnues, a, p et X; et même 
il sera très facile d'éliminer X par des différentiations partielles. De 
sorte que, de cette manière, si la densité A est constante, le problème 
se trouvera réduit à deux équations uniques entre les inconnues a 
et P; et, si la densité A est variable, il y faudra joindre l'équation (H) 
de l'article 11. Mais l'intégration de ces équations surpasse les forces 
de l'Analyse connue. 
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15. Voyons donc si les équations (F), considérées en elles-mêmes, 
ne sont pas susceptibles de quelque simplification. 

En ne considérant dans la fonction X que la variabilité de x^ y^ s, 
on a 

a>. = -^ - ajc -h -.- ay -h -TT- dz. 
ôx dy *^ âz 

Donc, substituant pour -r-, -r-, ^ leurs valeurs tirées de ces équa- 
tions, on aura 



•"=-(3? 



H- 



dp 

dt 


' dx 


dp 


dp 
ôz 


-) 


ùkdx 


dq 

dt 


dq 
■^Pd. 


à y 


dz 


-) 


Arf/ 


dr 
dt 


dr 
d.r 


ôr 

' ÔY 


dr 
dz 


.z) 


Idz. 



Le premier membre de celle équation étant une différentielle com- 
plète, il faudra que le second en soit une aussi, relativement à a-, 
V, -; et la valeur de X qu'on en tirera satisfera à la fois aux équa- 
tions (F). 

Supposons maintenant que le fluide soit homogène, en sorte que la 
densité A soit constante; et faisons-la, pour plus de simplicité, égale à 
l'unité. 

Supposons, de plus, que les forces accélératrices X, Y, Z soient 
telles que la quantité \dx -^ \ dy -hZidz soit une différentielle com- 
plète. Cette condition est celle qui est nécessaire pour que le fluide 
puisse être en équilibre par ces mêmes forces, comme on Ta vu dans 
l'article 19 de la Section VII de la I*^* Partie. Elle a d'ailleurs toujours 
lieu lorsque ces forces viennent d'une ou de plusieurs attractions pro- 
portionnelles à des fonctions quelconques des distances aux centres, 
ce qui est le cas de la nature, puisqu'en nommant les attractions P, 
Q, R, ... et les distances/?, y, r, ..., on a, en général (T* Partie, 
Sect. V, art. 7), 

\dx-^Ydy-hZdz = Pdp-\-Qdq-i-J{dr-\'.... 
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Faisant donc 

et 

\dx^Ydy-^7.dz=iVdp-\-Qdq-\-\{dr-\',., — d\, 

Téquation précédente deviendra 

[ dr dr âr ()r\ , 



et il faudra que le second membre de cette équation soit une différen- 
tielle complète, puisque le premier en est une. Cette équation équi- 
vaudra aussi aux équations (F) de l'article 10. 

Or, en considérant la différentielle de > prise relativemcnl 

à œ, V, s, il n'est pas difficile de voir qu'on peut donner au second 
membre de l'équation dont il s'agit cette forme 

et l'on voit d'abord que celte quantité sera une différentielle com- 
plète, toutes les fois que pdœ -h qdy -h rdz le sera elle-même; car 

alors sa différentielle par rapport à /, savoir dr ^^ "^ "jf ^/-^ 17^'^' 
le sera aussi, et, de plus, les conditions connues de l'intégrabilitr 
donneront 

dp ôq dp ôr ôi/ dr 

ÔY àx * âz dx ' ôz ôy 

D'où il suit qu'on pourra satisfaire à l'équation (L) par la simple 
supposition que pdx -h qdy -h rdz soit une différentielle complète : 
et le calcul du mouvement du fluide sera par là beaucoup simplitié. 
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Mais* comme ce n*esl qu*une supposition particulière, il importe 
(rexaminer, avant tout, dans quels cas elle peut et doit avoir lieu. 

16. Soit, pour abréger, 

()y dr' ^ dz ÔJr^ ' ôz ôv^ 

il no s'agira que de rendre une différentielle exacte la quantité (* ) 

Kn regardant/?, y, r comme des fonctions de /, on peut supposer 

p =: p' -^ p' i ^ p' t^ ^p'"" i^ -^ , . ,, 

r — r'-\-r''t-^ r" /* -h /*' /» h- . . . , 

les quantités />',/?", z?*', ..., y', y% y", ..., r', r", r**, ... étant des 
ibnctions de x, r, 5 sans /. 

(les valeurs étant substituées dans les trois quantités a, ^, y* elles 
deviendront 

a = a' -h a'^ H- o*^* -+- y^/' H- . . . , 

(3 = 3' 4- ?'/ -4- ;3'/«-i- ?»'*/» 4-. . .. 
y - y' 4- y' ^ -f- y* /' H- y*' /' -t- . . . , 

(Ml supposant 

_ ^>/'' c?7' , _ dp" ôf/' 

<;>' a/" c/>' ai* 

f>j (^j:* ' ' dz (hr ' 

'^ ()J f}»' ^ âz ôv 

Ainsi la quantité 

'cjfft- -\- ^r/> -f- ^^5 -h oc(qdx — pdy) 4- ^(rd^-^pdz) -+- y(/*^r — 7^/3) 

( >) n Hemblo qu'il faudrait plutôt : il faut, en vertu de l'équation (L), que la quantité 
suivante w)it une difTérentielIo exacte. <J. Bertrand.) 
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deviendra, après ces différentes substitutions, et en ordonnant les 
termes par rapport aux puissances de /, 

p^dx -\- (j" dy 4- v" dz -h ai!{q' dx — p' dy) -\- {3'(/' dx — p' dz) h- y\r' dy — (/' dz) 

-+- t[2{p''dx -hq^dy-h r'^ dz) 

+ a' (q" dx — p' dy) -+- (3' {r'dx—p'dz) -f- / {r'dy — q'dz) 
-+- (x'(q'dx-^p' dy) 4- |3"(r' t/x —/?' ^5) -h /(/•' dy — 7' 6^5)] 

-4- a' ( 7 VvT — p'dy ) -h^'{ r'^dx — /?*'e/5 ) 4- y ' ( r^'c^' — 7''^/^ ) 
-hcx''(q''dx-'p''dy)-h?'(r''dx-'p''d3)-\'y'^{f^dy-'q''dz) 
-h a'^Cv' ^.r — / dy) -h P'^Cr' dx -^ p' dz) -h /(/•' c(k — 7' dz)] 



et comme celte quantité doit être une différentielle exacte, indépen- 
damment de la valeur de /, il faudra que les quantités qui multiplient 
chaque puissance de / soient, chacune en particulier, des différen- 
tielles exactes. 

Cela posé, supposons quc/?'</j? -^q'dy -^r'dz soit une différentielle 
exacte; on aura, par les théorèmes connus, 

dp[_dq^ dp^_dr^ lV_^'. 

ôy dx ôz dx dz dy ^ 

donc 

ol' =0, j3' = o, y' m o ; 

donc la première quantité qui doit être une différentielle exacte se 
réduira \i p" dx -^ q' dy -^ r' dz\ et Ton aura, par conséquent, ces 
équations de condition 

Alors la seconde quantité qui doit être une différentielle exacte 
deviendra 7.[p'" dx -^ q" dy -^ r" dz)\ et il résultera de là les nouvelles 
équations 

De sorte que la troisième quantité qui doit être une différentielle 
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exacte sera 'i[p'^ dx -^ q'"" dy -{^ r'"" dz); d'où Ton tirera pareillement 
les équations 

rt ainsi de suite. Donc, si p dx -\' q' dy -^r* dz est une différentielle 
exacte, il faudra que 

p'^ dx -h q' dy -h r" dzy p'^dx -h q" dy -h r^dz^ p^'' dx -f- q^'' dy -h r^'^dz, , . . 

soient aussi, chacune en particulier, des différentielles exactes. Par 
conséquent, la quantité entière pdx -h qdx -h rdz sera, dans ce cas, 
une différentielle exacte, le temps / étant supposé fort petit. 

17. Il s'ensuit de là que, si la quantité />r/ar H- y r/y-f- r^^:? est une 
différentielle exacte lorsque / = o, elle devra l'être aussi lorsque / 
aura une valeur quelconque; donc, en général, comme l'origine des / 
est arbitraire, et qu'on peut prendre également / positif ou négatif, il 
s'ensuit que, si la quantité pdx -h qdy -h rdz est une différentielle 
exacte dans un instant quelconque, elle devra l'être pour tous les 
autres instants. Par conséquent, s'il y a un seul instant dans lequel 
elle ne soit pas une différentielle exacte, elle ne pourra jamais l'être 
pendant tout le mouvement; car, si elle l'était dans un autre instant 
quelconque, elle devrait l'être aussi dans le premier. 

18. Lorsque le mouvement commence du repos, on a alors /? = o, 
q = o, r = o, lorsque / = o ; donc pdx -h qdy -{- rdz sera intégrable 
pour ce moment et, par conséquent, devra l'être toujours pendant 
toute la durée du mouvement. 

Mais s'il y a des vitesses imprimées au fluide au commencement, 
tout dépend de la nature de ces vitesses, selon qu'elles seront telles 
que 

pdx -\- q dy -H /• dz 

soit une quantité intégrable ou non; dans le premier cas, la quantité 

p dx 4- q dy 4- /* dz 

sera toujours intégrable; dans le second, elle ne le sera jamais. 
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Lorsque les vitesses initiales sont produites par une impulsion quel- 
conque sur la surface du fluide, comme par l'action d'un piston, on 
peut démontrer que pdx -h qc/y -h rdz doit être intégrable dans le 
premier instant. Car il faut que les vitesses/?, y, r que chaque point 
du fluide reçoit en vertu de l'impulsion donnée à la surface soient 
telles que, si l'on détruisait ces vitesses en imprimant en même temps 
à chaque point du fluide des vitesses égales et en sens contraire, toute 
la masse du fluide demeurât en repos ou en équilibre. Donc il faudra 
qu'il y ait équilibre dans cette masse, en vertu de l'impulsion appli- 
quée à la surface et des vitesses ou forces — /?, — y, — r, appliquées 
à chacun des points de son intérieur; par conséquent, d'après la loi 
générale de l'équilibre des fluides (P* Partie, Sect. VII, art. 19), les 
quantités />, y, r devront être telles que pdx -{- qdy -^ rdz soit une 
différentielle exacte. Ainsi, dans ce cas, la même quantité devra tou- 
jours être une difl*érentiellc exacte dans chaque instant du mouve- 
ment. 

19. On pourrait peut-être douter s'il y a des mouvements possibles 
dans un fluide, pour lesquels pdx -\- qdy -^ rdz ne soit pas une difle- 
rentielle exacte. 

Pour lever ce doute par un exemple très simple, il n'y a qu'à consi- 
dérer le cas où l'on aurait 

pétant une constante quelconque. On voit d'abord que, dans ce cas, 
pdar -hqdy 4- rdz ne sera pas une différentielle complète, puisqu'elle 
Ae\\Qni g [y dx ~ xdy)^ qui n'est pas intégrable; cependant l'équa- 
tion (L) de l'article 15 sera intégrable d'elle-même, car on aura 

^P ^ „ àq ^ 



rr 

O 9 



-TZ^ — g^ 



et toutes les autres différences partielles de p et q seront nulles; de 
sorte que l'équation dont il s'agit 

d>. —dV ^=L — g^(xdx '\- ydy), 
XII. 38 
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dont rintégrale donne 



g' 



X = V — ^ix^-\- Y^) 4- foncl.^ 
'À 

valeur qui satisfera donc aux trois équations (F) de l'article 10. 

A regard de Téquation (G) du même article» elle aura lieu aussi* 
puisque les valeurs supposées donnent 

Ô!) ùq Or 

ÔJ. a Y Oz 

Au reste, il est visible que ces valeurs de/?, ^, r représentent le 
mouvement d'un fluide qui tourne autour de l'axe fixe des coordon- 
nées 5, avec une vitesse angulaire constante et égale à g\ et Ton sait 
qu'un pareil mouvement peut toujours avoir lieu dans un fluide. 

On peut conclure de là que, dans le calcul des oscillations de la mer 
en vertu de l'attraction du Soleil e( de la Lune, on ne peut pas sup- 
poser que la quantité pdx -\- qdy -v- rdz soit intégrable, puisqu'elle 
ne Test pas lorsque le fluide est en repos par rapport à la Terre, et 
qu'il n'a que le mouvement de rotation qui lui est commun avec elle. 

20. Après avoir déterminé les cas dans lesquels on est assuré que 
la ^\\i*à\\i\\.it p dx -\- q dy -\- r dz doit être une différentielle complète, 
voyons comment, d'après cette condition, on peut résoudre les équa- 
tions du mouvement des fluides. 

Soit donc 

p dx -^ qdy ~\- V dz ■=. doy 

<p étant une fonction quelconque de x^ j, :; et de la variable /, laquelle 
est regardée comme constante dans la différentielle e/(p; on aura donc 

do ÔQ â^ 

p-di' ''-~dy '-Tz' 

et, substituant ces valeurs dans l'équation (L) de l'article 15, elle 
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deviendra 

\dtdjr à.r Ojc* àr dvôy d^ dxdz) 



i)rf 


<J'9 


dr 

» 


dxdr 


d'^ 




dr 


ôy^ 


à? 


Ô'O 



I / <^'9 , O9 à'<f ^ dif d^ +^_Î^V/k 
\dl dv d.r d.cdy dr dy* dz dv dz ) - 

ôt ôz dsV dj' ôz dv dy ôz àz dz^ ) ^' 

dont l^intégrale, relativement à or, y, r, est évidemment 

On pourrait y ajouter une fonction arbitraire de /, puisque celte va- 
riable est regardée dans l'intégration comme constante; mais j'observe 
que cette fonction peut être censée renfermée dans la valeur de ç; car, 
en augmentant ç d'une fonction quelconque T de /, les valeurs de/>, 
y, r demeurent les mêmes qu'auparavant, et le second membre de 

l'équation précédente se trouvera augmenté de la fonction -tt» qui est 

arbitraire. On peut donc, sans déroger à la généralité de cette équa- 
tion, se dispenser d'y ajouter aucune fonction arbitraire de /. 
On aura donc, par cette équation. 



2 \(yv) "^ x \dy) ^ i \dz ' 



x=v-^^-^ir^v^lrtn^ir^v, 



valeur qui satisfera à la fois aux trois équations (F) de l'article 10; et 
la détermination de 9 dépendra de l'équation (G) du même article, 

laquelle, en substituant pour /?, y, r leurs valeurs ^> -y?» *-~j devient 






Ô^C^ ÔY^ ÔZ 

Ainsi toute la difficulté ne consistera plus que dans l'intégration de 
cette dernière équation. 

21. Il y a encore un cas très étendu, dans lequel la quantité 

p dx -+- q dy H- /• dz 
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doit èivv une différentielle exacte : c'est celui où Ton suppose que les 
vitesses />, y, r soient très petites et qu'on néglige les quantités très 
petites du sec^ond ordre et des ordres suivants. Car il est visible que, 
dans cette hypothèse, la même équation (L) se réduira à 

ôt dt -^ dt 

OÙ l'on voit que, -j-dx-\- ^-yt^y "+"17^^ devant être intégrable relative- 
ment à ^, V, :?, la quantité y? r/.r -h y r/y -h rrfr devra l'être aussi. On 
aura ainsi les mêmes formules que dans l'article précédent, en suppo- 
sant 9 une fonction très petite et négligeant les secondes dimensions 
de 9 et de ses différentielles. 

On pourra de plus, dans ce cas, déterminer les valeurs mêmes de x\ 
V, :; pour un temps quelconque, car il n'y aura pour cela qu'à inté- 
grer les équations (art. 9) 

dx = p dt^ dy ^- q dt^ dz = /' dt^ 

dans lesquelles, puisque p, y, r sont très petites et que, par consé- 
quent, dxy dy, dz sont aussi très petites du même ordre vis-à-vis de di^ 
on pourra regarder œ, v, :; comme constantes par rapport à t. De sorte 
qu'en traitant / seul comme variable dans les fonctions/?, y, r, et ajou- 
tant les constantes a, b, c, on aura sur-le-champ 

,r =1 a -^ I p dt, y ^n -h I f/ di, zz^c -{- J r dt. 

Donc faisant, pour abréger, 

^— l'odt 

et changeant dans $ les variables a-, y, z en a, i, c, on aura simple- 
ment 

où la fonction $ devra être prise de manière qu'elle soit nulle lorsque 
/ = o, afin que a, h, c soient les valeurs initiales de x, y, z. 

Ce cas a lieu dans la théorie des ondes et dans toutes les petites 
oscillations. 
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22. En général, lorsque la masse du fluide est telle que Tune de ses 
dimensions soit considérablement plus petite que chacune des deux 
autres» en sorte qu'on puisse regarder, par exemple, les coordonnées z 
comme très petites vis-h-vis de x et j, cette circonstance servira dans 
tous les cas à faciliter la résolution des équations générales. 

Car il est clair qu'on pourrait donner alors aux inconnues />, q, r, A 
la forme suivante 

p = p'-h p^z -\- p'z^-^-. . ., 



r = r' -^ r''z-{- r" ^* 



• » 



dans lesquelles p\p'\ ..., q\ q'\ ...» r\ r^\ ..., A', A", ... seraient des 
fonctions dea:-, j, / sans z\ de sorte qu'en faisant ces substitutions on 
aurait des équations en séries, lesquelles ne contiendraient que des 
diflerences partielles relatives à ce, y, /. 

Pour donner là-dessus un essai de calcul, supposons de nouveau 
qu'il ne s'agisse que d'un fluide homogène, où A = i, et commençons 
par substituer les valeurs précédentes dans l'équation (G) de l'ar- 
ticle 10; en ordonnant les termes par rapport à :;, on aura 

ôx a Y \ ax ay J \ ox ôy J 

De sorte que, comme/?',/?", . .., y', q'\ ... ne doivent point contenir 5, 
on aura ces équations particulières 



ôp' 

ôx 


ày 


dp" 

ôx 


ÔY 

«' 


dp' 


ôq" 



r" — o, 



4- 2 A*" = O, 



ôx ôy 



par lesquelles on déterminera d'abord les quantités f\ r'\ r^\ ...; et 
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les autres quantités /, p\p" q\ q\ . . . demeureront encore indé- 
terminées. 

On fera les mêmes substitutions dans l'équation (L) de Tarticle 15, 
laquelle équivaut aux trois équations (F) de l'article 10, et il est aisé de 
voir qu'elle se réduira à la forme suivante 

d), — dV =z adx -^ p^ dy ^ y dz -h z{(x'dx -^ ^'dy -¥ y' dz) . 

en faisant, pour abréger. 



dp' ,dp' ,ôp' 



.' «" 



/ ^» 



dr' ,dr' ,(},' 

''--di^P^'^P Jl^'f 'd^^'f Ti'^^' f' '^' ''' 

^ ôt '^ ax ' ax ' oy ày 

, dr' ,01' „dr' ,01'" „dr' 

et ainsi de suite. 

Donc, pour que le second membre de cette équation soit intégrablo, 
il faudra que les quantités 

xdx -hp^dy, ydz -h z{x'dx -+- ^'dy), y'zdz-{- z^i^'dx -h ^"dy), . . . 

soient chacune intégrables en particulier. 

Si donc on dénote par co une fonction de x, y, / sans :;, on aura ces 
conditions 



a = 



«_ ^w /_ ^y /Q,_ ày I ày' ^„_ i ày' 

^ ôv ax ^ ÔY 1 ôx ^ '1 ÔY 



ôx ^ Oy âx ôy 

Alors Téquation intégrée donnera 



>. ~ V -I- &) 4- yz 4- -y'^'-h. . ., 
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et il ne s'agira que de satisfaire aux conditions précédentes par le 

moyen des fonctions indéterminées co, r\p\p\ .,.^q\q\ 

Le calcul deviendrait plus facile encore si les deux variables y et ^ 
étaient très petites en même temps vis-à-vis de x, car on pourrait sup- 
poser alors 

q =z q'-{- q"y + q" z -h q^^ y'' -^ q" yz H-. . ., 

r = /•' H- r^ y -+- r*^ 5 H- r*^ j' -h r^ yz -h . . . , 

les quantités/?',/?", ..., y', y", ..., r\ f\ ... étant de simples fonctions 
de^. 

Faisant ces substitutions dans l'équation (G) et égalant séparément 
à zéro les termes affectés de j, z et de leurs produits, on aurait 

Ensuite l'équation (L) deviendrait de la forme 

dk-^ d\ z=oidx -¥- i^dy -^ydz-^ y{oL'dx-\- ^'dy-{-y'dz) 
-{-z((x'dx -+- ^'dy 4- /dz)-^.,,, 

en supposant 



./ wxff I .,/ ^If 



dp' , dp' 



'~%^p'%^p'%-^'' l'p"-^ i"p'^ ''p" + '>"' 



a _ 



et l'on aurait pour Tintégrabilité de cette équation les conditions 



«._ à? ._ dy 

ox dx 



moyennant quoi elle donnerait 



X = V-+-^ oLdx -^^y -\-yz-^ 
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Enfin on pourra aussi quelquefois simplifier le calcul par le moyen 
des substitutions, en introduisant à la place des coordonnées x, y, z 
d'autres variables $, r^ X,^ lesquelles soient des fonctions données de 
celles-là; et si, par la nature de la question, la variable î^, par exemple, 
ou les deux variables yj et ^ sont très petites vis-à-vis de Ç, on pourra 
employer des réductions analogues à celles que nous venons d'ex- 
poser. 

§ II. — /)// mouvement des fluides pesants et homogènes dans des xHises 

ou canaux de figure quelconque. 

23. Pour montrer l'usage des principes et des formules que nous 
venons de donner, nous allons les appliquer aux fluides qui se meuvent 
dans des vases ou des canaux de figure donnée. 

Nous supposerons que le fluide soit homogène et pesant, et qu'il 
parte du repos ou qu'il soit mis en mouvement par l'impulsion d'un 
piston appliqué à sa surface; ainsi les vitesses/?, y, r de chaque parti- 
cule devront être telles, que la quantité />r/;r ^qdy -\- rdz soit inté- 
grable (art. 18); par conséquent, on pourra employer les formules de 
l'article 20. 

Soit donc ç (*) une fonction de x, y, ^ et / déterminée par l'équa- 
tion 

on aura d'abord, pour les vitesses de chaque particule suivant les direc- 
tions des coordonnées x, y, z, ces expressions 

^ dx^ dr âz 

Ensuite on aura 

ôi 9. \dxj 2 \dyj 2 \dz/ 

M ) II no faut pas croire que toute intégrale de celle équation fournisse la solution du 
problème : la fin du paragraphe montre, au contraire, que la fonction o est assujettie à 
d'autres conditions. (/. Bertrand.) 
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quantité qui devra être nulle à la surface extérieure libre du fluide 
(art. 2). 

Quant à la valeur de V, qui dépend des forces accélératrices du fluide 
(art. 15), si Ton exprime par g la force accélératrice de la gravité, et 
qu'on nomme ^, y], î^ les angles que les axes des coordonnées x, j, z 
font avec la verticale menée du point d'intersection de ces axes et 
dirigée de haut en bas, on aura 

je donne le signe — aux valeurs des forces X, Y, Z, parce que ces 
forces sont supposées tendre à diminuer les coordonnées^, y, :;. Donc, 
puisque 

on aura, en intégrant, 

W :=!— f^X COSj — g y COSTi — gz cosÇ. 

24. Soit maintenant r = a, ou :; — a = o, l'équation d'une des 
parois du canal, a étant une fonction donnée de x^y sans z ni /. Pour 
que les mêmes particules du fluide soient toujours contiguës à cette 
paroi, il faudra remplir l'équation (I) de l'article 12, en y supposant 
A = :; — a. On aura donc 

^9 dc^ doL d(^ â(x 

ôz ôjc ôjo dy dy ' 

équation à laquelle devra satisfaire la valeur z =.%. Chaque paroi four- 
nira aussi une équation semblable. 

De même, puisque X — o est l'équation de la surface extérieure du 
fluide, pour que les mêmes particules soient constamment sur cette 
surface, on aura l'équation 

dt âx d.v ây dy ôz ôz 

laquelle devra avoir lieu et donner, par conséquent, une même valeur 
de :; que l'équation X = o. Mais cette équation ne sera plus nécessaire 
dès que la condition dont il s'agit cessera d'avoir lieu. 

XII. 39 
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25. Cela posé, il faut commencer par déterminer la fonction 9. Or, 
l'équation d'où elle dépend n'étant intégrahie, en général, par aucune 
méthode connue, nous supposerons que Tune des dimensions de la 
masse fluide soit fort petite vis-à-vis des deux autres, en sorte que les 
coordonnées :;, par exemple, soient très petites relativement à x et y. 
Par le moyen de cette supposition, on pourra représenter la valeur 
de 9 par une série de cette forme 



r^' _i_ - ^.^ 



-s m"' _l_ -J^*V 



9 r= cp' 4- 5 9" -t- -5=9" -h -3*9" -h. .., 

OÙ 9', ç", 9'^, ... seront des fonctions de x^ j, t sans z. 

Faisant donc cette substitution dans l'équation précédente, elle 
deviendra 









29' 



( 



tn" 



Jô^" d'<f 






3 -39'^) 
3.49^) 



-h. . .:zr O. 



De sorte qu'en égalant séparément à zéro les termes affectés des dif- 
férentes puissances de z, on aura 



9"-- 


I 




I 
2 


r>»9' 


















9" - 


I 

2.3 


J*9" 


2.3 


J«9'' 


















9^' - 


I 

3.4 

• • • • 


c^*9' 


3.4 


()«9'" 
dy' 


I 

2.3 

• • • • 


.4 

1 • 




-h 

• • 


I d^9' 

3.4 C>X«(>J* 


-h 

• • • 


1 

2.3 

• • • • 


d'-o' 
,4 dy' ' 



Ainsi l'expression de 9 deviendra 






2 . 3 . 4 \ dx' 



ày 



0- 



_3^ /dV 

3 . 3 \ <} j:' 



a» 9 



ày 



V 



(^J7* dj/* ày 



iy- 



dans laquelle les fonctions ç' et ç" sont indéterminées, ce qui fait voir 
que cette expression est l'intégrale complète de l'équation proposée. 
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Ayant trouvé l'expression de 9, on aura par la différentiation celles 
de p, y, r, comme il suit : 

' dx dx '^ dx 2 \()j:'^ âxdj*/ 2/6\()x^ dxdy^J '**' 
' dv "~ dr "" ri K 2 \fi^* ôy ôy* ) 2 . 3 \dx^ dy ôy^ ) ' * * ' 



do „ (ô^o' d'o' 



.r» '^ ây^J 2\ âx* "^ âx- ) 






2 . 3 \ (^j:'* rij7* dr* dy * 

Et substituant ces valeurs dans l'expression de X de l'article 23, 
elle deviendra de cette forme 

dans laquelle 



V / c , do' I /d9'\- I /do'N» I 



"2 



l - é, cosÇ +_ + __+^^ 9 \^^ + -^ 

2 \ ôt dx* dt dy^J i\dx ) 1 dx\ âx^ ôx dy*) 2 \ dy ) 

_ l_ d^ fJW^ _^ d^\ _ l_ (d^ Î>VV_ l rn"f^ -4. ^\ 

2 dK\dr»dv d/V ■ 2^)^^ ti.vV 3 \<^-^' <>>'*/ 



et ainsi de suite. 



26. Maintenant, si 5 = a est l'équation des parois, a étant une fonc- 
tion fort petite de ^r et j sans :;, l'équation de condition pour que les 
mêmes particules soient toujours contiguës à ces parois (art. 24) 
deviendra, par les substitutions précédentes, 

^_ n_à^(2^ _à^ àa._Jd^ dV ^ da d^ dx 
dx dx dy dy ^Xdx- dy* dx dx dy dy 

— i-iT^V ^1^_{^ d>^ \da ( d^o' d^9^\ da] 
2 ^ [ à^^ ^ ày* \dx^ ■^" dx dy*) dx \dx^- dy "*" dv» / dy\ 
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laquelle, devant avoir lieu lorsqu'on fait z = a, se réduira à cette 
forme plus simple 

Or \ ôjr J ()y \ ày ) i d^r \ dx ) a à y \ ôy ) 

■^sî.3 dx\'' \ôx'''^ ôxdy^iy 1'?^ ùy\^ \dx*'ôy^ ày^ )y ' 

et il faudra que cette équation soit vraie dans toute l'étendue des 
parois données. 



27. Enfin l'équation de la surface extérieure et libre du fluide, étant 
X = o, sera de la forme 

et l'équation de condition pour que les mêmes particules demeurent 
à la surface (art. 24) sera 

ôt dx dx ày ôy ^ ' 



i 



ôt dx dx dx dx dy dy dy ôy 
dl" t)?" dl" thy dl" , dtf" dV , do' dl" 



L dt dx dx dx dx dy dy dy dy 

'2 \ dx^ dx dy^J dx 1 \ dx^ dy dy* ) dy 

Chassant z de ces deux équations, on en aura une qui devra sub- 
sister d'elle-même pour tous les points de la surface extérieure. 
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Application de ces formules au mouvement (Vun fluide qui coule 

dans un vase étroit et presque verticaL 

28, Imaginons maintenant que le fluide coule dans un vase étroit 
et à peu près vertical, et supposons, pour plus de simplicité, que 
les abscisses x soient verticales et dirigées de haut en bas; on aura 
(art. 23) 

donc 

cosç = i, cosr3 = o, cosÇ = o. 

Supposons de plus, pour simplifier la question autant qu'il est pos- 
sible, que le vase soit plan, en sorte que, des deux ordonnées v et r, 
les premières y soient nulles, et les secondes z soient fort petites. 

Enfin, soient i = a et 5 = ^ les équations des deux parois du vase, 
a et p étant des fonctions de x connues et fort petites. On aura, rela- 
tivement à ces parois, les deux équations (art. 26) 



ox ) 2 ax \ Ox j 



lesquelles serviront à déterminer les fonctions ç' et ç". 

Nous regarderons les quantités z, a, ^ comme très petites du pre- 
mier ordre, et nous négligerons, du moins dans la première approxi- 
mation, les quantités du second ordre et des ordres suivants. Ainsi les 
deux équations précédentes se réduiront k celles-ci 



'•-èi"g^=°. 



''-.4(^g)=». 



lesquelles, étant retranchées l'une de l'autre, donnent 



, è[<"-^'3^]='" 
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équation dont l'intégrale est 






(«-(3)^=^A 



étant une fonction arbitraire de /, laquelle doit être très petite du 
premier ordre. 

Or il est visible que a — ^ est la largeur horizontale du vase, que 
nous représenterons par y. Ainsi on aura 

dr y 

et, intégrant de nouveau par rapport à a-, 

tir . 



'■-/y 



en désignant par & une nouvelle fonction arbitraire de /. 
Si Ton ajoute ensemble les mêmes équations et qu'on fasse 



on en tirera 



a-hô 






ou, en substituant la valeur de -^y 



'•=«s;(?)- 



D'où l'on voit que, puisque y, [jl, sont des quantités très petites du 
premier ordre, ç" sera aussi très petite du même ordre. 

Donc, en négligeant toujours les quantités du second ordre, on aura, 
par les formules de l'article 25, la vitesse verticale 



a.T y 



la vitesse horizontale 



^ dr' àjc\yj d^r \y ) y\ dx y dx ) 
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Ensuite, à cause de cosî^=:o, la quantité V' sera aussi très petite 
du premier ordre. Par conséquent, la valeur de X se réduira (art. 25) à 

dO rdx d^ 0- 



dO rdx d^ 0- 



Cette valeur, égalée a zéro, donnera la figure de la surface du fluide; 
et comme elle ne renferme point l'ordonnée :;, mais seulement l'ab- 
scisse X et le temps /, il s'ensuit que la surface du fluide devra être à 
chaque instant plane et horizontale. 

Enfin l'équation de condition pour que les mêmes particules soient 
toujours à la surface se réduira, par la même raison, à celle-ci (art. 27) 

dV do' dV 

ôt dx dx ' 

savoir 

laquelle ne contient pas non plus z, mais seulement x et /. 

29. Pour distinguer les quantités qui se rapportent à la surface 
supérieure du fluide de celles qui se rapportent à la surface infé- 
rieure, nous marquerons les premières par un trait et les secondes 
par deux traits. Ainsi x\ y', ... seront Tabscisse, la largeur du 
vase, ... pour la surface supérieure; x'\ y", ... seront de même 
l'abscisse, la largeur du vase, ... à la surface inférieure. 

Donc aussi V, X" dénoteront dans la suite les valeurs de X pour les 
deux surfaces; de sorte que l'on aura, pour la surface supérieure, 
l'équation 

, dO rdcb' d^ e*' 

et, pour la surface inférieure, l'équation semblable 

., „ de rdx' d?f e^ 
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Enfin 

ôi "^ y' dx' ~~ "^ 

sera l'équation de condition pour que les mêmes particules qui sont 
une fois à la surface supérieure y restent toujours, et 

dt "^' y" dx" ~ "" 

sera l'équalion de condition pour que la surface inférieure contienne 
toujours les mêmes particules du fluide. 

Cela posé, il faut distinguer quatre cas dans la manière dont un 
fluide peut couler dans un vase; et chacun de ces cas demande une 
solution particulière. 

30. Le premier cas est celui où une quantité donnée de fluide coule 
dans un vase indéfini. Dans ce cas, il est visible que Tune et Tautre 
surface doit toujours contenir les mêmes particules, et qu'ainsi on 
aura pour ces deux surfaces les équations 

et, de plus, 

dt "^ y' dx' ~ ^' 

^ Q^dV _ 
dt "^ y" dx" - "^^ 

quatre équations qui serviront à déterminer les variables x\ x'\ 0, 
r en /. 

L'équation V — o, étant différentiée, donne 

dV , , dV . 

dx' dt 

donc 

dr __dr dx^ 

dt ~~ dx' dt ' 
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substituant cette valeur dans Téquation 



or e dv 



dt ■ y' dy ~ ^' 



et divisant par y- ,> on aura 



djc' _ 
dt ""/ 



On trouvera de même, en combinant l'équation X"= o avec Téqua- 
tion 



celle-ci 



dl 


■■ 


or 


djo' 

dr 




fW 









(il 


r 


• 



Donc on aura 

Odt — y'dx'=y"dx\ 

équations séparées; par conséquent, on aura, en intégrant, 

fy" djc" — / 'y' dx' — m , 

m étant une constante, laquelle exprime évidemment la quantité 
donnée du fluide qui coule dans le vase. Cette équation donnera ainsi 
la valeur de x"" en x\ 
iMaintenant, si Ton substitue, dans l'équation X'=o, pour dt sa 

valeur ^—j — > elle devient 

^'^'^y'dx'J y '^ y'dx'^ 2y'^-^''' 

laquelle, étant multipliée par — '^' dx\ donne celle-ci 



gy^x^ dx'-B dO f^ —Od^- 



0' dx' 



qu'on voit être intégrable et dont l'intégrale sera 

0^ rdx' 



g ( y'x' dx' l ^-^, /Or/Srmconst. 

XU. 4o 
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On trouvera de la même manière, en substituant ' ^ à la place 

de dt dans l'équation X" = o et multipliant par —^"dx\ une nou- 
velle équation intégrable, et dont l'intégrale sera 

Retranchant ces deux équations l'une de l'autre, pour en éliminer 
le terme / Od^, on aura celle-ci 






(/'■'— /'--)-?(/7-'-/r>'- 



fijc' 



dans laquelle les quantités / -^"x" dx" — f '^^'xdx' et / -^ / -^ 

(ix 

expriment les intégrales de -"{xdx ei de -7-» prises depuis a: = a:' jus- 
qu'à X = x'\ et où L est une constante. 

Cette équation donnera donc en x\ puisque or" est déjà connue 
en x' par l'équation trouvée plus haut. Ayant ainsi en x\ on trou- 

vcra aussi / en x\ par l'équation dt = '—j. — , dont l'intégrale est 



=/-^ 





'dx' 



II, 



H étant une constante arbitraire. 

A l'égard des deux constantes L et H, on les déterminera par l'état 
initial du fluide. Car, lorsque / = o, la valeur de x' sera donnée par la 
position initiale du fluide dans le vase; et si l'on suppose que les 
vitesses initiales du fluide soient nulles, il faudra que l'on ait =n: o, 
lorsque / = o, pour que les expressions/?, y, r (art. 28) deviennent 
nulles. Mais si le fluide avait été mis d'abord en mouvement par des 
impulsions quelconques, alors les valeurs de V et X" seraient données 
lorsque / = o, puisque la quantité X rapportée à la surface du fluide 
exprime la pression que le fluide y exerce, et qui doit être contre- 
balancée par la pression extérieure (art. 2). Or on a (art. 29) 



r'-v-^-g{ 
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donc, en faisant / = o, on aura une équation qui servira à déterminer 
la valeur initiale de 6. 

Ainsi le problème est résolu, et le mouvement du fluide est entière- 
ment déterminé. 

31. Le second cas a lieu lorsque le vase est d'une longueur déter- 
minée et que le fluide s'écoule par le fond du vase. Dans ce cas, on 
aura, comme dans le cas précédent, pour la surface supérieure, les 
deux équations 

mais, pour la surface inférieure, on aura simplement l'équation X"=o, 
puisque, à cause de l'écoulement du fluide, il doit y avoir à chaque 
instant de nouvelles particules à cette surface. Mais, d'un autre côté, 
l'abscisse ar", pour cette même surface, sera donnée et constante; de 
sorte qu'il n'y aura que trois inconnues à déterminer, savoir, x\ 
et St. 

Les deux premières équations donnent d'abord, comme dans le cas 
précédent, celles-ci 

dt^n'—^ — , gy'x' dx'—OdB \ —, d^ 7-=o; 

ensuite l'équation Â"= o donnera 



, dO rdx" dh 0^ 



^ sont des constantes, que nous 
dénoterons, pour plus de simplicité, par/, //, n. Ainsi, en substituant 

y'dx' 

k dt sa valeur —Q-^y multipliant ensuite par — yVo;', on aura l'équa- 
tion 

Q^M'dx' 

jfy'dx'- nOdO^Ocn:- ^ ^ ,f = o. 
' 2/1* 



^. 



Donc retranchant de celle-ci l'équation précédente, pour en éliminer 
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les termes ddà, on aura 



rr 



(/-x')/rf.'-(«-/^)^rf5-(^4-^,)5Vx'=o. 



équation qui ne contient que les deux variables x' et 0, et par laquelle 
on pourra donc déterminer une de ces variables en fonction de l'autre. 
Ensuite on aura / exprimé par la même variable, en intégrant l'équa- 
tion 



cil — '—,— 



et Ton déterminera les constantes par l'état initial du fluide, comme 
dans le problème précédent. 

32. Le troisième cas a lieu lorsqu'un fluide coule dans un vase in- 
défini, mais qui est entretenu toujours plein à la même hauteur par 
de nouveau fluide qu'on y verse continuellement. Ce cas est l'inverse 
du précédent; car on aura ici pour la surface inférieure les deux équa- 
tions 

dl Y (II" 

et, pour la surface supérieure, on aura simplement l'équation X'= o, à 
cause du changement continuel des particules de cette surface. Ainsi 
il n'y aura qu'à changer dans les équations de l'article précédent les 
quantités a\ y' en œ'\ y » ^^ prendre pour/. A, n les valeurs données 

•"v Y' 

Au reste, nous supposons que l'addition du nouveau fluide se fait de 
manière que chaque couche prend d'abord la vitesse de celle qui la 
suit immédiatement, et qu'ainsi l'augmentation ou la diminution de 
vitesse de cette couche, pendant le premier instant, est la même que 
si le vase n'était pas entretenu plein à la même hauteur durant cet 
instant. 

33. Enfin, le dernier cas est celui où le fluide sort d'un vase de lon- 
gueur déterminée, et qui est entretenu toujours plein kja même liaii- 



SECONDE PARTIE. - SECTION XI. 317 

teur. Ici les particules des surfaces supérieure et inférieure se renou- 
vellent entièrement; par conséquent, on aura simplement, pour ces 
deux surfaces, les équations 

mais en même temps les deux abscisses x' et x" seront données et con- 
stantes, en sorte qu'il n'y aura que les deux inconnues 6 et & à déter- 
miner en /. 
Soit donc 



JC'=/, 



J I J i 



les deux équations X = o, X"= o deviendront 

^ dO^ d^ 0* 



dt dt 2 II- 



d^ 

d'où, chassant -7-> on aura 



^(F-/)-(N-,0^'-(^-^.)0-o. 
d'où l'on tire 



clt= Œ-n)dO 



équation séparée, et qui est intégrable par des arcs de cercle ou des 
logarithmes. 

34. Les solutions précédentes sont conformes à celles que les pre- 
miers auteurs auxquels on doit des théories du mouvement des fluides 
ont trouvées, d'après la supposition que les différentes tranches du 
fluide conservent exactement leur parallélisme en descendant dans le 
vase. {Voir V Hydrodynamique de Daniel Bernoulli, V Hydraulique de 
Jean Bernoulli, et le Traité des fluides de d'Alembert.) Notre analyse 
fait voir que cette supposition n'est exacte que lorsque la largeur du 



318 MÉCANIQUE ANALYTIQUE. 

vase est infiniment petite, mais qu'elle peut, dans tous les cas, être 
employée pour une première approximation, et que les solutions qui 
en résultent sont exactes, aux quantités du second ordre près, en 
regardant les largeurs du vase comme des quantités du premier ordre. 
Mais le grand avantage de cette analyse est qu'on peut par son 
moyen approcher de plus en plus du vrai mouvement des fluides, dans 
des vases de figure quelconque; car, ayant trouvé, ainsi que nous 
venons de le faire, les premières valeurs des inconnues, en négligeant 
les secondes dimensions des largeurs du vase, il sera facile de pousser 
l'approximation plus loin, en ayant égard successivement aux termes 
négligés. Ce détail n'a de difficulté que la longueur du calcul, et nous 
n'y entrerons point quant à présent. 

Applications des mêmes formules au mouvement d'un fluide contenu dans 
un canal peu prof ond et presque horizontal, et en particulier au mou- 
vement des ondes, 

35. Puisqu'on suppose la hauteur du fluide fort petite, il faudra 
jirendre les coordonnées z verticales et dirigées de haut en bas; les 
abscisses x et les autres ordonnées j deviendront horizontales, et l'on 
aura (art. 23) 

cos$==o, cosyî=o, cosÇ = i. 

En prenant les axes des x et j dans le plan horizontal formé par la sur- 
face supérieure du fluide dans l'état d'équilibre, soit z=^aL l'équation 
du fond du canal, a étant une fonction de x et y. 

Nous regarderons les quantités 5 et a comme très petites du premier 
ordre, et nous négligerons les quantités du second ordre et des sui- 
vants, c'est-à-dire celles qui contiendront les carrés et les produits de 
:; et a. 

L'équation de condition relative au fond du canal donnera (art. 26) 

^ dx\ôx) ày\dy 

d'où l'on voit que 9" est une quantité du premier ordre. 
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Ensuite la valeur de la quantité X se réduira à A'-i- X"^ (art. 25); et 
il faudra négliger dans l'expression de X' les quantités du second ordre, 
et dans celle de X" les quantités du premier. Ainsi, à cause de 



COS^=::iO, COSY) rr O, COSÏ=:i, 



on aura, par les formules du même article, 



I / âo'\'* I /^9'Y 
Vi\â.r) 2 \ dy ) ' 



^=%-^U^)-^^{^)^ >'=-.'. 



On aura donc (art. 27), pour la surface supérieure du fluide, l'équa- 
tion 

et ensuite l'équation de condition 

L'équation X'— ^3 = donne sur-le-champ ^ = - pour la figure de 

S 

la surface supérieure du fluide à chaque instant, et, comme l'équa- 
tion de condition doit avoir lieu aussi relativement à la même surface, 

/' 
il faudra qu'elle soit vraie en y substituant à z cette même valeur -• 

Cette équation deviendra donc par là de cette forme 

ÔV â 



àt ôx 



(>'g)-i(''l)---=». 



et, substituant encore pour ç" sa valeur trouvée ci-dessus, elle se 
réduira à celle-ci 

dans laquelle il n'y aura plus qu'à mettre à la place de X' sa valeur 

et l'on aura une équation aux diflerences partielles du second ordre, 
qui servira à déterminer o' en fonction de ^r, r, /. 
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Après quoi on connaîtra la figure de la surface supérieure du fluide 
par Téquation 

et si l'on voulait connaître aussi les vitesses horizontales p, q de 
chaque particule du fluide, on les aurait par les formules (art. 25) 

ôo' do' 

36. Le calcul intégral des équations aux diflerences partielles est 
encore bien éloigné de la perfection nécessaire pour l'intégration 
d'équations aussi compliquées que celle dont il s'agit, et il ne reste 
d'autre ressource que de simplifier cette équation par quelque limi- 
tation. 

Nous.supposerons pour cela que le fluide, dans son mouvement, ne 
s'élève ni ne s'abaisse au-dessus ou au-dessous du niveau qu'infini- 
ment peu, en sorte que les ordonnées z de la surface supérieure soient 
toujours très petites, et qu'outre cela les vitesses horizontales p et 
7 soient aussi infiniment petites. Il faudra donc que les quantités 

~n' 7^' T^ soient infiniment petites, et qu'ainsi la quantité ç' soit 
elle-même infiniment petite. 

Ainsi, négligeant dans l'équation proposée les quantités infiniment 
petites du second ordre et des ordres ultérieurs, elle se réduira à cette 
forme linéaire 

et l'on aura 



g ât' P- dx' "^ - dy 



Cette équation contient donc la théorie générale des petites agita- 
tions d'un fluide peu profond, et, par conséquent, la vraie théorie des 
ondes formées par les élévations et les abaissements successifs et infi- 
niment petits d'une eau stagnante et contenue dans un canal ou bassin 
peu profond. La théorie des ondes que Newton a donnée dans la propo- 
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sition XLVi du Livre II des Principes étant fondée sur la supposition 
précaire et peu naturelle que les oscillations verticales des ondes 
soient analogues à celles de l'eau dans un tuyau recourbé, doit être 
regardée comme absolument insuffisante pour expliquer ce problème. 

37. Si Ton suppose que le canal ou bassin ait un fond horizontal, 
alors la quantité a sera constante et égale à la profondeur de Teau, et 
l'équation pour le mouvement des ondes deviendra 






Cette équation est entièrement semblable à celle qui détermine les 
petites agitations de l'air dans la formation du son, en n'ayant égard 
qu'au mouvement des particules parallèlement à l'horizon., comme on 
le verra dans l'article 9 de la Section suivante. Les élévations z au- 
dessus du niveau de l'eau répondent aux condensations de l'air, et la 
profondeur a de l'eau dans le canal répond à la hauteur de l'atmo- 
sphère supposée homogène, ce qui établit une parfaite analogie entre 
les ondes formées à la surface d'une eau tranquille, par les élévations 
et les abaissements successifs de l'eau, et les ondes formées dans l'air, 
par les condensations et raréfactions successives de l'air, analogie que 
plusieurs auteurs avaient déjà supposée, mais que personne jusqu'ici 
n'avait encore rigoureusement démontrée. 

Ainsi, comme la vitesse de la propagation du son se trouve égale à 
celle qu'un corps grave acquerrait en tombant de la moitié de la hau- 
teur de l'atmosphère supposée homogène, la vitesse de la propagation 
des ondes sera la même que celle qu'un corps grave acquerrait en des- 
cendant d'une hauteur égale à la moitié de la profondeur de l'eau dans 
le canal. Par conséquent, si cette profondeur est d'un pied, la vitesse 
des ondes sera de 5,495 pieds par seconde; et si la profondeur de 
l'eau est plus ou moins grande, la vitesse des ondes variera en raison 
sous-doublée des profondeurs, pourvu qu'elles ne soient pas trop con- 
sidérables. 

xn. 4i 
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Au reste, quelle que puisse être la profondeur de Teau (*) et ia 
figure de son fond, on pourra toujours employer la théorie précédente, 
si Ton suppose que, dans la formation des ondes, l'eau n'est ébranlée 
oi remuée qu'à une profondeur très petite, supposition qui est très 
plausible en elle-même, à cause de la ténacité et de l'adhérence mu- 
tuelle des particules de l'eau, et que je trouve d'ailleurs confirmée par 
l'oxpérience, même à l'égard des grandes ondes de la mer. De cette 
manière donc, la vitesse des ondes déterminera elle-même la profon- 
deur a h laquelle l'eau est agitée dans leur formation; car, si celte 
vitesse est de n pieds par seconde, on aura 



/i» 



a =i 5 7". pieds. 

50,190 

On trouve, dans le Tome X des anciens Mémoires de l'Académie des 
Sciences de Paris, des expériences sur la vitesse des ondes, faites par 
M. do la Hire, et qui ont donné un pied et demi par seconde pour cette 
vitesse, ou plus exactement 1,412 pieds par seconde. Faisant donc 
/î = 1,4 12, on aura la profondeur a de -^ de pied, savoir de ^ de 
pouce, ou ïo lignes à peu près. 

( » ) L'hypothèse que fait ici Lagrarige n'est pas admissible, môme comme première ap- 
proximation. Voir une Note à la fin du Volume. (/. Bertrand. ) 
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SECTION DOUZIÈME. 



DU MOUVEMENT DES FLUIDES COMPRESSIBLES ET ÉLASTIQUES. 



1. Pour appliquer h celte sorte de fluides l'équation générale do 
l'article 2 de la Section précédente, on observera que le terme ^XSL 
doit y être effacé, puisque la condition de l'incompressibilité à laquelle 
ce terme est dû n'existe plus dans l'hypothèse présente; mais, d'un 
autre côté, il y faudra tenir compte de l'action de l'élasticité, qui s'op- 
pose, h la compression et qui tend à dilater le fluide. 

Soit donc e l'élasticité d'une particule quelconque Dm du fluide; 
comme son effet consiste à augmenter le volume DœDyBz de cette par- 
ticule, et, par conséquent, a diminuer la quantité —Do: Dr Dr, il en 
résultera pour cette particule le moment — z8{Da;DyDz) à ajouter au 
premier membre de la même équation. De sorte qu'on aura pour toutes 
les particules le terme intégral — §£8(Da:D/D:?) à substituer à la 
la place du terme ^XSL. Or, ùL étant égal à ^DxDyDz), il est clair 
que l'équation générale demeurera de la même forme, en y changeant 
simplement X en — £. On parviendra donc aussi, par les mêmes pro- 
cédés, à trois équations finales semblables aux équations (A), savoir 

. 'd's „\ De 
El il faudra de même que la valeur de £ soit nulle à la surface du 
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fluide, si le fluide y est libre; mais s'il est contenu par des parois, la 
valeur de £ sera égale à la résistance que les parois exercent pour 
contenir le fluide, ce qui est évident, puisque e exprime la force d'é- 
lasticité de ses particules. 

2. Dans les fluides compressibles, la densité A est toujours donnée 
par une fonction connue de e, oc, y, 5, /, dépendante de la loi de l'élas- 
ticité du fluide et de celle de la chaleur, qui est supposée régner à 
chaque instant dans tous les points de l'espace. II y a donc quatre 
inconnues, s, x, y, z, à déterminer en /, et, par conséquent, il faut 
encore une quatrième équation pour la solution complète du problème. 
Pour les fluides incompressibles, la condition de l'invariabilité du 
volume a donné l'équation (B) de l'article 3, et celle de l'invariabilité 
de la densité d'un instant à l'autre a donné l'équation (H) de l'article 1 1 . 
Dans les fluides compressibles, aucune de ces deux conditions n'a lieu 
en particulier, parce que le volume et la densité varient à la fois; mais 
la masse qui est le produit de' ces deux éléments doit demeurer inva- 
riable. Ainsi l'on aura 

6/(ADa?D7Ds) =0. 

Donc, en diflerentiant logarithmiquement 

A "*" ïix)}y[^z ~^' 

et substituant la valeur de d[ïixDy\iz) [cette valeur est la même que 
celle de ù(\)xDyliz) de l'article 2 de la section précédente, en y chan- 
geant rfen S], on aura l'équation 

d^ \)dx D^x D^5 
^ A ux Vy Vz 

laquelle répond à Téquation (B) de l'article 3 de la Section citée, celle- 
là étant relative à l'invariabilité du volume, et celle-ci à l'invariabilité 
de la masse. 
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3. Si Ton regarde les coordonnées a:, j, s comme des fonctions des 
coordonnées primitives a, 6, c et du temps / écoulé depuis le commen- 
cement du mouvement, les équations [a] deviendront, par des procé- 
dés semblables à ceux de l'article 5 de la Section précédente, de cette 

forme 

dz 






dc = «' 






''{^-^)^^'ra-^'rb 



de 



-h y — = o. 



OU de celle-ci, plus simple. 



^[{-di^-^^)à^^[d^-^Vài-^W-^Và^\^ra'=''' 

(''^ ]^[[ldF-^^)ôb-^[dF-^Vàb^W^Và-b\-^ài = ''' 

. r/rf»^ ^\ôx (d'Y „\<Jv {d}3 r.\dz'\ de 

^[\-dF-^^)d^-^[-di^-^Vàc-^[dF^^jd-c\-^d-c=''' 



ces transformées étant analogues aux transformées (C) et (D) de l'en- 
droit cité. 

A l'égard de l'équation (i), en y appliquant les transformations de 
l'article 3 de la Section précédente, elle se réduira à cette forme 



A ' T=^' 



les différentielles rfA et rfô étant relatives uniquement à la variable /; 
de sorte qu'en intégrant, on aura 

ÔA=:foncl. (a, ^, c). 

lorsque / = o, nous avons vu dans l'article cité que devient i ; donc. 
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si Ton suppose que H soit alors la valeur de A, on aura 

U =^ fonct. {a, b, c), 

et l'équation deviendra 0A=: H ou bien 
e/est-à-dire, en substituant pour sa valeur 

I dr ()y ()z ôx àv ôz ôx dv ôz 

I ■• . ... . • I ... _. '-^ 

\ ôa db de db ôa àc àb de ôa 

I ÔX à y ôz ôx ôy ôz ôx ôv ôz II 

' ôc ôb ôa ôc ôa ôb ôa ~ôc ôb A ' 

transformée analogue à la transformée (E) de l'article cité. 

Enfin il faudra appliquer aussi à ces équations ce qu'on a dit, dans 
l'article 8 de la même Section, relativement à la surface du fluide. 

4. Mais si l'on veut, ce qui est beaucoup plus simple, avoir des 
équations entre les vitesses/?, y,r des particules suivant les directions 
des coordonnées x, j, z, en regardant ces vitesses, ainsi que les quan- 
tités A et £, comme des fonctions de x, y, :?, /, on emploiera les trans- 
formations de l'article 10 de la Section précédente, et les équations (a) 
donneront sur-le-champ ces transformées, analogues aux transfor- 
mées (F) de ce dernier article. 



A 



(/) \A 



ôp 
ôt 

ôq 
Ôt 

iôr 



dp 

Pdx 


+ 


dp 

''dy 


-^ 


ôp 
ÔZ 


-+■ 


X). 


ÔB 
ÔX 


— o. 


dq 
Pdx 


-h 


dq 


4- 


dz 


-h 


^)- 


ôs 


— o, 


dr 
Pdx 


H- 


dr 
Uy 


4- 


dr 
'dz 


-f- 


'■y 


ÔB 

ôz 


o. 



Dans Téqualion {b), outre la substitution de pdi, qdt, rdl^ au lieu 
de dx, dyy dz, et le cbangement de D en d, il faudra encore mettre 
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pour d^ sa valeur complète 



d\ d\ d\ 






et Ton aura, en divisant par dt^ cette transformée 

\ d\ p ô\ (j dl r d^ dp dq dr 
^ dt à âx ^ Oy ^ ôz ôjc ôy dz 

laquelle, étant multipliée par A, se réduit à cette forme plus simple 

^^^ ôt^ ôx ^ dy ^ dz -""' 

A l'égard de la condition relative au mouvement des particules à la 
surface, elle sera représentée également par Téquation (I) de l'ar- 
ticle 12 de la Section précédente, savoir 

âX âX d\ âX 

(') •àï^f'd^-^^ô^-^''Tz=''^ 

en supposant que A = o soit l'équation de la surface. 

5. Il est aisé de satisfaire à l'équation (^), en supposant 

a, ^, Y étant des fonctions de x, y, 5, /. Par ces substitutions, l'équa- 
tion dont il s'agit deviendra 

ôt '^ ôtôx'^ àt dy '^ dtdz~ ^' 
laquelle est intégrable relativement à /, et dont l'intégrale donnera 

dx dy dz 
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F étant une fonction de x, y, z sans /, dépendante de la loi de la den- 
sité initiale du fluide. 
On aura ainsi 

ôt 



1 — 



F . 


doL d^ 


dy' 


j. 


dx dy 
dt 


dz 


F- 


d(x d(3 
djc dy 

dy 
dt 


dy' 
dz 



r HZ 

dx dy dz 



Donc, substituant ces valeurs dans les équations (/) et mettant de 
plus pour £ sa valeur en fonction de A, x, y, z, t (art. 2), on aura trois 
équations aux différences partielles entre les inconnues a, p, y et les 
quatre variables x, y^ z^ /, et la solution du problème ne dépendra plus 
que de Tintégration de ces équations; mais cette intégration surpasse 
les forces de l'Analyse connue. 

6. En faisant abstraction de la chaleur et des autres circonstances 
qui peuvent faire varier l'élasticité indépendamment de la densité, la 
valeur de l'élasticité £ sera donnée par une fonction de la densité A, 

de sorte que -^ sera une différentielle à une seule variable, et, par 

conséquent, intégrablc, dont nous supposerons l'intégrale exprimée 
par E. 

Soit, de plus, la quantité \dx -^-Ydy -JfZdz une différentielle 
complète, dont l'intégrale soit V, comme dans l'article 15 de la Section 
précédente. 

Les équations (/) de l'article 4, étant multipliées respectivement 
par dx, dy^ dz, et ensuite ajoutées ensemble, donneront, après la dîvi- 
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sion par A, une équation de la forme 

l ()r àv dr ()r\ , 

dont le premier membre étant intégrable, il faudra que le second le 
soit aussi. Ainsi l'on aura de nouveau le cas de l'équation (L) de l'ar- 
ticle 15 de la Section précédente, et l'on parviendra, par conséquent, 
a des résultats semblables. 

7. Donc, en général, si la (\\}'AX\i\ië p dx -\- q dy -^^ r dz se trouve 
dans un instant quelconque une différentielle complète, ce qui a tou- 
jours lieu au commencement du mouvement lorsque le fluide part du 
repos ou qu'il est mis en mouvement par une impulsion appliquée a 
la surface, alors la même quantité devra être toujours une différen- 
tielle complète (Section précédente, art. 17 et 18). 

Dans cette hypolbèse on fera, comme dans l'article 20 de la Section 
précédente, 

p dx -h q dy -h r dz z=l ^(p, 

ce qui donne 

,, __ ^^9 ,, _ ^9 ,. _ à^ 

'^ ax <)y az 

et l'équation (/), étant intégrée après ces substitutions, donnera 

<■"' ^=-v-^-;(ê)'-Ja9'-i(S)* 

valeur qui satisfera en même temps aux trois équations [/) de l'ar- 
ticle 4. 

/dz 
-x» sera une fonction de A, puisque s est une 

fonction connue de A; donc A sera une fonction de Ë. Substituant donc 

la valeur de A tirée de Téquation précédente, ainsi que celles de />, y, r, 

XII. /n 
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dans Téquation {g) <lc Tarticle 4, on aura une équation aux différences 
partielles do ^, laquelle, ne contenant que cette inconnue, suffira pour 
la déterminer; de sorte que toute la difficulté sera réduite a cette 
unique intégration. 

8. Dans les fluides élastiques connus, Télasticité est toujours pro- 
portionnelle à la densité; de sorte qu'on a pour ces fluides i = iA^ 
i étant un coefficient constant qu'on déterminera en connaissant la 
valeur de l'élasticité pour une densité donnée. 

Ainsi, pour l'air, l'élasticité est égale au poids de la colonne de mer- 
cure dans le baromètre; donc, si Ton nomme H la hauteur du baro- 
mètre pour une certaine densité de l'air qu'on prendra pour l'unité, 
n la densité du mercure, c'est-à-dire le rapport numérique de la den- 
sité du mercure à celle de l'air, rapport qui est le même que celui des 
gravités spécifiques, et g la force accélératrice de la gravité, on aura, 
lorsque A = i, 

6 z= gn II ; par conséquent, / =:: gn H, 

où l'on remarque que wH est la hauteur de l'atmosphère supposée ho- 
mogène. De sorte qu'en désignant cette hauteur par A, on aura plus 
simplement 

i ^gh ol, (io ià, £ =ighl. 

Donc, puisque E = / -^» on aura 

E — gh iogûk. 

Or l'équation {g) de l'article 4 peut se mettre sous la forme 

(HogA ()\oq1 çMogA O\ogl dp ôq dr 

ôt ()v ^ dy dz ôx ùy ôz 

Donc, substituant -;^» ^> y » ^ à la place de logA, /?, q, r, et multi- 
pliant parg^A, elle deviendra 






d^ â^ â^\ âE OE â^ âE âo dE d^ __ 
ày* âz^ ) ôt ôx ôx dy dy ôz ôz 
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Il n'y aura donc plus qu'à substituer pour E sa valeur trouvée ci- 
dessus, et cette substitution donnera l'équation finale en o 



(^9 <}*9 c?9 d^o â^ d'o 



('0 



ÔJP dxdt ôy dy ôt âz ôzdt 

\âj') dr« \dy) dy^ \OzJ âz^' 
d^ â^ ()*9 (^9 do â^(^ â^ ô^ ô-'^ 



â.r dy â.r dy dx dz dx dz ^ dy dz dy dz 

laquelle contient seule la théorie du mouvement des fluides élastiques 
dans l'hypothèse dont il s'agit. 

9. Lorsque le mouvement du fluide est très petit, et qu'on n'a égard 
qu'aux quantités très petites du premier ordre, nous avons vu, dans 
l'article 21 de la Section précédente, que la quantité/?^ -h H^^y-^ '*^'^ 
est aussi nécessairement une différentielle complète. Dans ce cas donc, 
les formules précédentes auront toujours lieu, de quelque manière 
que le mouvement du fluide ait été engendré, pourvu qu'il soit toujours 
très petit, et que, par conséquent, la fonction ç soit elle-même très 
petite. 

Dans la théorie du son, on suppose que le mouvement des particules 
de l'air est très petit; ainsi, regardant dans l'équation (w) la quantité 9 
comme très petite, et négligeant les termes où elle monte au delà de 
la première dimension, on aura pour cette théorie l'équation générale 

/^ d^ d^^x d'^ d\ do dV (^9 dV do _ 
^ \dj^^ ■*" dy^ "^ dz^ 1 dl' dx d,r ~dy dy dz dz ~ ^' 

Or, en négligeant de même les secondes dimensions de o dans la 
valeur de E de l'article 7, on aura simplement (art. 8) 

On peut supposer que la fonction 9 soit nulle dans l'état de repos 
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ou d'équiliitre. On aura donc aussi dans cet état 









ri, par conséquent. 




m» 


A'/*lojxA -■ - 


\ et 


> 

A c «^ 



Lors(|ue Tair est en vibration, soit sa densité naturelle augmentée 
en raison de i -f-,v à i, tétant une quantité fort petite; on aura donc, 
en }<énéral, 

_ V 

et de là, en négligeant le carré et les puissances supérieures de 5, on 
aura 

A l'égard de la valeur de V qui dépend des forces accélératrices, en 
supposant le fluide pesant et prenant, pour plus de simplicité, les 
ordonnées z verticales et dirigées de haut en bas, on aura, par la for- 
mule de l'article 23 (Section précédente), 

/pétant la force accélératrice de la gravité. Donc Téquation du son sera 



N • ' 



Ayant déterminé 9 par cette équation, on aura les vitesses/?, y, r de 
l'air, ainsi que sa condensation s, par les formules 

()o ôzf do I do 

^ àj- ' ôy ôz frfi Oi 

10. Si l'on ne veut avoir égard qu'au mouvement horizontal de l'air, 
on supposera que la fonction 9 ne contienne point:;, mais seulement 
.r, V, /. Alors l'équation en 9 deviendra 



h( — - 



Oy- / dV 
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Mais, avec cette simplification même, elle est encore trop compliquée 
pour pouvoir s'intégrer rigoureusement ( * ). 

Au reste, cette équation est entièrement semblable a celle du mou- 
vement des ondes dans un canal horizontal et peu profond. Voir la Sec- 
tion précédente, article 37. 

Jusqu'à présent, on n'a pu résoudre complètement que le cas où l'on 
ne considère dans la masse de l'air qu'une seule dimension, c'est- 
à-dire celui d'une ligne sonore, dont les particules ne font que des 
excursions longitudinales. 

Dans ce cas, en prenant cette même ligne pour l'axe x, la fonction o 
ne contiendra point y, et l'équation ci-dessus se réduira à 

laquelle est semblable à celle des cordes vibrantes et a pour intégrale 
complète 

en dénotant par les caractéristiques ou signes F et /deux fonctions 
arbitraires. 

Cette formule renferme deux théories importantes, celle du son des 
flûtes ou tuyaux d'orgue, et celle de la propagation du son dans l'air 
libre. Il ne s'agit que de déterminer convenablement les deux fonc- 
tions arbitraires; et voici les principes qui doivent guider dans cette 
détermination. 

14. Pour les flûtes, on ne considère que la ligne sonore qui y est 
contenue; on suppose que Tétat initial de cette ligne soit donné, cet 
état dépendant des ébranlements imprimés aux particules, et l'on 
demande la loi des oscillations. 

Faisons commencer les abscisses x à l'une des extrémités de cette 



(*) Cette équation a été intégrée par Poisson, ainsi quo l'équation plus générale dans 
laquelle on suppose o fonction de r. y et z. Voir les nouveaux Mémoires de l'Académie 
des Sciences y t. UI. {J. Bertrand.) 
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ligne, (»l soit sa longueur, c'est-a-dire celle de la flûte, égale à a. Les 
condensations s et les vitesses longitudinales p seront donc données, 
lorsque f — o, depuis or = o jusqu'à x -- a\ nous les nommerons S 
et P. 

iMaintenant, puisque s— -'^ V^ et p — ^i si Ton difTérentie l'ex- 
pression générale de o de l'article précédent, et qu'on désigne par F 
et/' les différentielles des fonctions marquées par F et y, en sorte que 

^,/ V dV(.r) >.,, V d f{jr) 

Faisant / = o et changeant p en P et 5 en S, on aura 



Ainsi, comme P et S sont données pour toutes les abscisses j; depuis 
./; = o jusqu'à X = a, on aura aussi dans cette étendue les valeurs de 
V'{a') et de/'(^); par conséquent, on aura les valeurs de p et s pour 
une abscisse et un temps quelconques, tant que œ ±: t yfgh seront ren- 
fermées dans les limites o et a. 

Mais, le temps / croissant toujours, les quantités x-^t\jgh et 
,i—t\/g/i sortiront bientôt de ces limites, et la détermination des 
fonctions 

dépendra alors des conditions qui doivent avoir lieu aux extrémités de 
la ligne sonore, selon que la flûte sera ouverte ou fermée. 

12. Supposons d'abord la flûte ouverte par ses deux bouts, en sorte 
que la ligne sonore y communique immédiatement avec l'air exté- 
rieur; il est clair que son élasticité, dans ces deux points, ne pouvant 
être contre-balancée que par la pression constante de l'atmosphère, la 
condensation s y devra toujours être nulle. Il faudra donc que l'on ait, 
dans ce cas, s = o, lorsque x = o et lorsque x = a, quelle que soit la 
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valeur de /, ce qui donne les deux conditions à remplir 

F'(^ -+- t s/gii) - f'[a - isf^i) = o, 

lesquelles devront subsister toujours, / ayant une valeur positive quel- 
conque. 

Donc, en général, en prenant pour z une quantité quelconque posi- 
tive, on aura 

Y\a -f- 5) = f\a -z\ f\- z) = Y\z). 

Donc, I® tant que z est plus petit que a, on connaîtra les valeurs de 
Y\a -h z) et de/'(— z), puisqu'elles se réduisent a celles de /'(a — z) 
et de F'(5), qui sont données. 

Mettons dans ces formules a -t- c au lieu de z\ elles donneront 

/'(- a-z) = F(^ -4- 5) =: f\a - z). 

Donc, 2** tant que z sera plus petit que a, on connaîtra aussi les va- 
leurs de Y\ia-\-z) et de /'(—a — :;), puisqu'elles se réduisent à 
celles de Y\z) et de/'(« — z)^ qui sont données. 

Mettons de nouveau dans les dernières formules a-\- z pour z\ en 
les combinant avec les premières, puisque z peut être quelconque, on 
aura 

F'(3« -\-z)=z F'(« -h z)—f\a - z\ 
fi^^^a-z)^ r{-z)=¥\z). 

Donc, 3** tant que :; sera plus petit que a, on connaîtra encore les va- 
leurs de F{3a -h z) et de /'(— 2a — z), puisqu'elles se réduisent aux 
valeurs données de ¥\z) et de /'{a — z). 

On trouvera de même, en mettant derechef a -^ z pour 5, 

FUa-^z)=/'(-z) ^V'(z), 
/•'(_ 3ûr - c) = F\a -h z) =: f\a - z). 

D'où l'on connaîtra le^ valeurs de F'(4« 4- z) et de /'(— 3a — 3), 
tant que :; sera plus petit que a\ et ainsi de suite. 
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On aura donc de cette manière les valeurs des fonctions ¥'{œ-ht\/gh) 
et de/'(.r — / \-g/i), quel que soit le temps / écoulé depuis le commen- 
cement du mouvement de la ligne sonore; ainsi Ton connaîtra pour 
chaque instant l'état de cette ligne, c'est-à dire les vitesses p et les 
condensations s de chacune de ses particules. 

Il est visible, par les formules précédentes, que les valeurs de ces 
fonctions demeureront les mêmes en augmentant la quantité tyfgh de 
2a, ou de \a, G«, ... ; de sorte que la ligne sonore reviendra exacte- 
ment au même état après chaque intervalle de temps déterminé par 
l'équation 

ce qui donne -=: pour cet intervalle. 

Ainsi la durée des oscillations de la ligne sonore est indépendante 
des ébranlements primitifs, et dépend seulement de la longueur a de 
cette ligne et de la hauteur h de l'atmosphère. 

En supposant la force accélératrice de la gravité g égale à l'unité» il 
faut prendre pour l'unité des espaces le double de celui qu'un corps 
pesant parcourt librement dans le temps qu'on prend pour l'unité 
(Sect. II, art. 2). Donc, si l'on prend, ce qui est permis, h pour l'unité 
des espaces, l'unité des temps sera celui qu'un corps pesant met à des- 
cendre de la hauteur -; et le temps d'une oscillation de la ligne sonore 
sera exprimé par 2a, ou, ce qui revient au même, le temps d'une oscilla- 
tion sera a celui de la chute d'un corps par la hauteur - comme 2a à h. 

13. Si la flûte était fermée par ses deux bouts, alors les condensa- 
tions .V pourraient y être quelconques, puisque l'élasticité des parti- 
cules y serait soutenue par la résistance des cloisons; mais, par la 
même raison, les vitesses/? y devraient être nulles, ce qui donnerait 
de nouveau les conditions 

F'(/v/^/i)+/'(-Av/P) = o. 
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Ces formules reviennent k celles que nous avons examinées ci-des- 
sus, en y supposant seulement la fonction marquée par /' négative. 
Ainsi il en résultera des conclusions semblables, et Ton aura encore 
la même expression pour la durée des oscillations de la fibre sonore. 

Il n'en serait pas de même si la flûte était ouverte par un bout et 
fermée par l'autre. 

Il faudrait alors que s fût toujours nulle dans le bout ouvert, et que 
p le fût dans le bout fermé. 

Ainsi, en supposant la flûte ouverte à la dislance a::= o et fermée a 
la distance x = a, on aura les conditions 

d'où, par une analyse semblable à celle de l'article 12, on tirera les 
formules suivantes 

F'(4« -\-z)--^ V'(z\ /'(- 3a -z)^-^ f\a -- z\ 

et ainj>i de suite. 

Or, tant que z est plus petit que «, les fonctions F'(:;) et f\a — z) 
sont données par l'état primitif de la fibre sonore; donc on connaîtra 
aussi par leur moyen les valeurs des autres fonctions 

Y\a^z\ F(2a-+-5), ..., f\~ z), /'{- a - z) 

et, par conséquent, on aura l'état de la fibre après un temps quel- 
conque /. 

Mais on voit, par les formules précédentes, que cet état ne reviendra 
le même qu'après un intervalle de temps déterminé par l'équation 

d'où il s'ensuit que la durée des vibrations sera une fois plus longue 

XII. 43 
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que dans les flûtes ouvertes ou fermées par les deux bouts, et c'est ce 
que l'expérience confirme à Tégard des jeux d'orgue qu'on nomme 
bourdons, et qui, étant bouchés par leur extrémité supérieure opposée 
à la bouche, donnent un ton d'une octave plus bas que s'ils étaient 
ouverts. 

Voir, au reste, sur la théorie des flûtes, les deux premiers Volumes 
de Turin, les Mémoires de Paris pour 1762, et les Noçi Commentanï de 
Pétersbourg, tome XVI. 

14. Considérons maintenant une ligne sonore d'une longueur indé- 
finie, qui ne soit ébranlée au commencement que dans une très petite 
étendue; on aura le cas des agitations de Tair produites par les corps 
sonores. 

Supposons donc que les agitations initiales ne s'étendent que depuis 
œ = o jusqu'à x = a, a étant une quantité très petite. Les vitesses et 
les condensations initiales P, S seront donc données pour toutes les 
abscisses .r, tant positives que négatives; mais elles n'auront de va- 
leurs réelles que depuis j: = o jusqu'à x = a; hors de ces limites, elles 
seront tout à fait nulles. II en sera donc aussi de même des fonctions 
V'{x) et /'(a?), puisqu'en faisant / = o on a 

P = ¥'{x) 4- /\x), S v/p = ¥\x)-/\x) 

et, par conséquent, 

F(^) = i(P + Sv/^), /'(^) = i(P-Sv/^). 

D'où il s'ensuit qu'en prenant pour z une quantité positive, moindre 
que a, les fonctions ¥'{x ^ t\'gh) et /'{oo — ty/gh) n'auront de va- 
leurs réelles que tant qu'on aura x ±t yfgk = z. Par conséquent, 
après un temps quelconque t, les vitesses p et les condensations s 
seront nulles pour tous les points de la ligne sonore, excepté pour 
ceux qui répondront aux abscisses x = zz:ç: t yjgh. 

On explique par là comment le son se propage, et comment il se 
forme successivement, de part et d'autre du corps sonore et dans des 
temps égaux, des fibres sonores égales en longueur à la fibre initiale a. 
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soit /, co qui donnera la condition 

Or on a vu (art. 14) que la fonction f'{a — t \lgh) a une valeur réelle 
tant que 

donc, puisque 

la fonction Y' {a h- / \gh) aura aussi des valeurs réelles lorsque 



a — t \^i — z, 
c'est-à-dire lorsque 

Par conséquent, la fonction Y\x-\-t\g}i) sera non seulement réelle 
lorsque 

mais encore lorsque 

d'où il suit que, dans ce cas, les vitesses p et les condensations s seront 
aussi réelles pour les abscisses 

Ainsi la libre sonore, après avoir parcouru l'espace a, sera comme 
réflécbie par l'obstacle qu'elle rencontre, et rebroussera avec la vi- 
tesse, ce qui donne l'explication bien naturelle des échos ordinaires. 

On expliquera de la même manière les échos composés, en suppo- 
sant que la ligne sonore soit terminée des deux côtés par des obstacles 
immobiles qui réfléchiront successivement les fibres sonores et leur 
feront faire des espèces d'oscillations continuelles. Sur quoi on peut 
voir les Ouvrages cités plus haut (art. 13), ainsi que les Mémoires de 
l'Académie de Berlin pour 17^9 cl 1 7G >. 
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NOTE I. 

Sur la convergence des séries ordonnées suivant les puissances de r ex- 
centricité qui se présentent dans la théorie du mouvement elliptique ; 
par M. V. PuiSEUX. 

Nommons Ç Tanomalic moyenne d'une planèle, u Tanomalie excentrique, 
e rexcentricilé de Torbile, de sorte qu'on ait l'équation 

u — e si n M nz Ç ; 

on peut désirer de savoir dans quel cas la variable u et les fonctions finies et 

continues de cette variable peuvent être développées en séries convergentes 

ordonnées suivant les puissances croissantes de e. 

Pour répondre à cette question, observons d'abord que, Ç étant regardée 

comme une constante réelle et e comme une variable réelle ou imaginaire, 

l'équation transcendante 

u — e sin w = î 

détermine pour chaque valeur de e une infinité de valeurs de //, dont l'une se 
réduit à zéro pour e=:o, tandis que les autres deviennent infinies. Générale- 
ment, les valeurs de u correspondantes à une valeur de e sont inégales; mais, 
pour certaines valeurs de e, deux valeurs de u deviennent égales, el, par con- 
séquent, vérifient à la fois les deux équations 

u — es'inu=i^, I — ecosu =zo, 

dont la seconde est la dérivée de la première prise par rapport à u. Parmi ces 
valeurs de e, il y en a une dont le module est le plus petit; nous nommerons 
a ce plus petit module, lequel dépend d'ailleurs de la constante Ç. 

Cela posé, si l'on assujettit le module de e à rester moindre que a, et la va- 
riable u à s'annuler pour e=o, u sera une fonction de e complètement déter- 
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minée el qui, pour les valeurs réelles de e, se confondra avec Tanomalie ex- 
centrique du mouvement des planètes; de plus, celte fonclion el les fonctions 
finies el continues de celle-là pourront être développées en séries conver- 
g:entes ordonnées suivant les puissances croissantes de e. 

Ces propositions, qui résultent de théorèmes bien connus (*), étant 
admises, la question revient à déterminer le module a, ou plutôt, comme ce 
module dépend de Ç, à trouver le minimum des valeurs de a qui répondent 
aux diverses valeurs de C : c'est ce (lue nous allons faire en suivant la marche 
tracée par M. Cauchy. 

Nommons e la hase des logarithmes népériens, et soit 

la valeur de e qui a le module a; cette valeur de e, jointe à une valeur con- 
venable de «, vérifie à la fois les équations 

u — esinw=:Ç, i — ecosw=:o. 
On trouve, en différentiant la première par rapport à î, 

.du . de 
(i — ecosM)-^ — sinw — = j, 

ou simplement, en ayant égard à la seconde, 





. de 
— sm//-7- I, 
d'Ç, 


de I e 




d^ sin« (t — K 


Mais réquation 




e .a£«vrï 


nous donne 







el, par suite, 



dX, dx, ^; ^ ' 

\ de I da doL , d\o^a da , 



de e 

Mettant pour -^r, sa valeur ^j il vient 

^ dX, M — Ç 

d\o^a doL 



= — ^>^-^wFV/-'• 



l/-Ç ^C dK 

Supposons maintenant la constante Ç telle que a prenne sa valeur mini- 

(1) Voir divers Mémoires de Cauchy, Comptes rendus de l'Académie des Sciences, 
t. X. et Exercices de Physique mathématique, t. I. 
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mum ; on aura 

d\o^a 

et réqualion précédente monlre qu'alors la parlie réelle de sera 

nulle; il en sera de même, par conséquent, de la partie réelle de «^ — Ç, et 
Ton pourra poser 

u — Z — p \J— 1 , 

p étant une quantité réelle, ou bien 

Portons cette valeur de u dans la relation 

(m — Ç) cosw =: sinw, 
qui résulte de Télimination de e entre les deux équations 

u — esinw = Ç, I — ecos£/ = o; 

il viendra 

PV^— I [cosÇcos(pv/--ï) — sinÇsin(pv^— i)] 

== sinÇcos(pv/— i) H- cosÇsin(pv/— i) 
ou bien 

cosÇ[p y/— I cos(p v^^) — sin(py/— i)j 

= sinÇ[cos(pv^^) -h p v^— i sin (p v/-^)J» 
ou encore 

v/-icosÇ(^p— ^^ __j^smÇ(^— ^ P-T— j- 

Chaque membre de cette dernière équation doit être nul séparément ; on 
peut donc poser, ou 

£p-+-£-p E^ — t-^ £P^-£-P t^—Z-? 
p = O, p = O, 

OU encore 

^ £P-4-£'-P £p — e-P 

COSÇ=:0, p == O, 

* 

OU enfin 

SinÇrro, p = o. 

^2 2 

La première solution doit être rejetée, car on en conclurait 

/ £P -h £-P _ £P — £-P Y /£P -h£-P _ £ P— £-p y_ 
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ou bien 



(i — pyB-9-\- (I -+- p)-c-*p- o. 



t: 



équation impossible, p élant réel. La seconde solution nous donne C= - ('), 
et ré(|ualion en p peut s'écrire 

I H -H ^T— 7 -+-... — I — -t- 7i -+-... I — O 

1.2 1.2.0.4 \ ï 1.2.5 / 

ou 

p* 3o^ 5o« 

..C _!_ ' _4_ » _L_ I • 

1.2 1.2.0.4 I . 2 . O . 4 . .'J . O 

on voit que la quantité réelle et positive p' n*a qu'une seule valeur; en la dé- 
terminant par des essais successifs et extrayant la racine carrée, on trouve 

p :-: lîZ 1 , 1 996785 .... 

On a ensuite 

^ sin // := // — C = p s! — ï » c eos h — i , 

(1*011, en ajoutant les carrés, 

i'T'—x — f, 

et, par conséquent, 

e z::z-Jz\Jl — p' =::: dz y/p* — I \' — I rz: it 0,062 7432 ... V — • • 

Pour savoir si le module 0,6627432... de e est un maximum ou un mini- 
mum, il faut chercber si, en adoptant pour a cette valeur, on obtient pour 



rr. 



une quantité négative ou positive. Or l'équation 



(IX u — Z dX 

nous donne 



- :i^\-' 



d'Uy^a __ I /du \ r/^a , — 



Mais de l'équation 

I — e cos u i:^ o 



nous tirons 



du de cos// /'COS// i 

/' Sin // -;,- :=: COS U -jr -^ -. i^ ; HT , 

d(l aX sin// <?sin// ff — X 

du I I 



y M 



dZ (^ // — Ç } e sin // (u — X) 



' * I Vax Kiipposanl, co qui esl permis, ï compris enlro o et ::. 
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inalic moyenne est égale à go*. Mais, si Tanomâlie moyenne est différente de 
90°, ces mômes séries resteront convergentes jusqu'à des valeurs de e supé- 
rieures à 0,6627432. . ., et d'autant plus voisines de i que Tanomalie moyenne 
est elle-même plus voisine de zéro ou de 180®. 



NOTE II. 

Sur la solution particulière que peut admettre le problème du mou^^ement 
d*un corps attiré vers deux centres fixes par des forces réciproquement 
proportionnelles aux carrés des distances ; par M. J.-A. Serret. 



Lagrange a remarqué, au Chapitre III de la Section VII (*), que, dans le pro- 
blème du mouvement d'un corps attiré vers deux centres fixes par des forces 
réciproquement proportionnelles aux carrés des distances, la trajectoire du 
mobile peut être une ellipse ou une hyperbole qui a pour foyers les deux 
centres fixes. Et la même chose peut encore avoir lieu, si Ton ajoute un troi- 
sième centre ï\\q placé au milieu de la droite qui joint les deux premiers et 
doué d'une action proportionnelle à la simple distance. Le raisonnement em- 
ployé par Lagrange pour établir cette proposition laisse quelque chose à dé- 
sirer, ainsi que nous en avons déjà fait l'observation; l'objet que nous avons 
en vue dans cette Note est de donner une démonstration rigoureuse du point 
dont il s'agit. 

Nous conserverons toutes les notations de l'auteur : ainsi la distance des 
deux premiers centres fixes sera A; nous prendrons pour coordonnées du mo- 
bile les distances r, ^ à ces deux centres et l'angle 9 que forme la projection 
de r sur un plan perpendiculaire à h avec une droite ^\\q située dans ce môme 
plan; enfin, nous poserons r-hq^^s et r — q:=^u. La force proportionnelle 
à la distance, et qui est dirigée vers le troisième centre {\\q dont nous avons 
parlé plus haut, peut ôtre décomposée en deux autres dirigées suivant les 
rayons r et q et respectivement proportionnelles à ces rayons; en sorte que le 

(*) Page 109 do 00 Volume. 
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mobile sera sollicité par les deux seules forces 

a (3 

a, ^, y désignant des constantes données. En nommant B, C, II les constantes 
introduites par les trois premières intégrations et en faisant, pour abréger, 

S =- ^5« -I- (^H -+- ^)s' 4- (a -f- (3)5» -f- C.Ç» - h^{a -+- (3)5 - HA*- B*, 
{] =- hi^-hflî -h'^\u^-h- (<x - ^)u*-i- Cu^— h^{a - (3)i/-H/i* — B«, 

le problème se trouve ramené aux équations suivantes, où les variables sont 

séparées, savoir 

ds du 

71"" TE'"''' 
(1) ld^ = 



(5*— A«)v/S («»— A*)v^ 



, 5* ds u* du 

dt — — - — 



4v/S 4v/U' 

les deux premières de ces équations appartiennent à la trajectoire et la troi- 
sième fait connaître Télément du temps. Les constantes B, C, H peuvent être 
déterminées en se donnant la position du mobile et sa vitesse au commence- 
ment du mouvement. Nous supposerons que cette détermination ait été faite, 
et alors, en désignant par Tq, s^, cpo les valeurs initiales de r, s, 9, les équa- 
tions intégrales du problème seront 

(.) L = ç. + BA«r ^-—-BA'/"' ^ 



)s/v 



' s^ ds I r" u^ du 



~4J,. v/S 4J„. 



v/S 4^„. v^ 



Dans le cas général, les intégrales contenues dans les équations (2) sont 
des fonctions abéliennes, mais elles se réduisent à de simples fonctions ellip- 
tiques dans le cas de y = o. On voit que généralement les coordonnées s et u 
dépendent l'une de Taulre; en d'autres termes, ces quantités sont toutes deux 
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variables. Cependant il peut arriver que la trajectoire du mobile soit une 
ellipse ou une hyperbole ayant pour foyers et pour centre les trois centres 
fixes; c'est ce que nous allons expliquer. 

La première des équations (i), où B, C, II ont des valeurs déterminées» 
admet, outre son intégrale générale, la solution particulière 

SU = o, 

en sorte qu'on pourra la vérifier en prenant pour s Tune des racines de S = o, 
ou pour M Tune des racines de U = o. Mais, pour que celle solution particu- 
lière puisse convenir à notre problème, il faut d'abord que la valeur iniliale 
So ou Uo de S ou U soit nulle; il faut donc que Ton ait 

/ ds\ (du 

\ -t\ —o OU 



\dt)^ \ 



du\ 



l'indice o indiquant qu'il faut substituer s^ ou u^ à 5 ou à u. 

En outre, cette condition, qui est nécessaire, n'est pas suffisante; car la so- 
lution particulière ne peut résoudre notre problème que si la solution géné- 
rale indiquée par les équations (2) est en défaut : ce qui ne peut arriver que 
si les intégrales définies qu'elles contiennent deviennent infinies. Or, pour 
que les intégrales 



r' ds^ r's^ r' ds 
Js. v^' Js. y/s ' Js. {s^-h^ 






)v/s 

dont l'élément est supposé infini pour 5 = 50, soient elles-mêmes infinies, il 
faut évidemment que le polynôme S contienne le facteur 5 — ^o au moins à la 
seconde puissance; en d'autres termes, il faut que l'équation S = o ait au 
moins deux racines égales à Sq. 
Ainsi l'une des équations de la trajectoire sera 

sz=iSq ou m = Wo» 
si l'on a 

So = o, 



ou 

Uo— o. 



\du)i~^' 



On conclut de là, comme l'a fait Lagrange, que la même section conique 
qui peut être décrite en vertu d'une force tendante à l'un des foyers et agis- 
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sant en raison inverse du carré de la distance, ou tendante au centre et agis- 
sant en raison directe de la dislance, peut l'être encore en vertu de trois forces 
pareilles tendantes aux deux foyers et au centre. 



NOTE III. 

Sur le même sujet; par M. Gaston Darboux. 



On peut résoudre la difficulté signalée par M. Serret, en se plaçant à un 
point de vue différent, que nous allons rapidement indiquer. 

Considérons d'une manière générale des mouvements s'effectuant sur une 
surface quelconque, que nous supposerons rapportée à un système de coor- 
données isothermes. Soient 

(i) ds^^Xda^-^-d^^) 

l'expression de l'élément linéaire, U la fonction des forces exprimée en fonc- 
tion de a et de (3. L'équation des forces vives sera 

(2) >(a'«-h(3'«)==2U-f-2A, 

ol' et (3' désignant les dérivées de a et ^ par rapport au temps. 

Les équations différentielles du mouvement, obtenues par la méthode de 

Lagrange, seront 

d ....dl «'«+(3'» (JU 

(3) l 

{ dt^^^^-d^ 2 ■ â^ 



âV 



Si l'on y remplace a'* -h P'* par sa valeur déduite de l'équation des forces 
vives, elles prennent la forme 

'^^a«')=^ [MU +/«)], 

(4) 
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Supposons, comme il arrive dans tous les cas où Ton sait intégrer, que le 

produit 

X(U-f-A) 

soit de la forme 

(5) MU + yi) = F(a)-F,((3). 
Les équations (4) pourront s'écrire comme il suit : 

(xJ^^(^«')= + F'(«), 

(6) < 

().^^(X|3')=-F.(P). 

Si ron multiplie la première équation par a' et la seconde par (3', les deux 
membres deviennent des ditférentielles exactes dans les deux équations, et 
Ton trouve, en intégrant, 

^=F(«)-C. 

^'^ ■ X'3" 

C étant une constante qui doit être la même dans les deux cas, en vertu de 
réquation des forces vives. On déduit de là les relations 

da __ d^ 



j V/F(«)-C s/C-F.(P) 

J /- . Idoc IdQ 

{'' V^F(a)-C v^C-F.((3) 

(fui font connaître à la fois la trajectoire et la manière dont elle est par- 
courue. 

Ici, dans ce cas général, se présente encore la difficulté examinée par 
M. Serret. Les équations précédentes admettent incontestablement la solu- 
tion définie par les deux équations 

(9) doL — o, F(a) = C, sj^dt= ^^^ 



V/C-F.(p) 



et il y a lieu de se demander si celte solution convient au problème de Méca- 
nique proposé. La réponse la plus nette nous paraît être la suivante : 

Pour connaître si une solution quelconque convient à un problème de Mé- 
canique, il suffit évidemment de rechercher si cette solution vérifie les équa- 
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lions différentielles du mouvement, qui sont ici les équations (6). La solution 
défmie par le système (9) satisfait, sans aucun doute possible, aux équa- 
tions (7). Si donc les systèmes (6) et (7) étaient complètement équivalents, 
on pourrait affirmer que les formules (9) donneront une solution du problème 
proposé. 

Mais le système des équations différentielles du mouvement et le système 
des intégrales premières (7) ne sont pas absolument équivalents. Pour ob- 
tenir les intégrales (7), il a fallu multiplier les équations (6) respectivement 
par at! et par ^'. On a donc pu introduire des solutions étrangères vérifiant 

Tune des équations 

«'= o, (3'= o. 

Toute solution de la première équation (7) pour laquelle a n'est pas une 
constante satisfera certainement à la première équation (6), qui s'en déduit 
en différentiant et en supprimant le facteur doL\ mais la solution de cette 
équation (7) pour laquelle a est une constante, déterminée nécessairement 

par la condition 

F(a)-C, 

est précisément la seule pour laquelle on ne puisse rien affirmer. 
Et, en effet, si Ton suppose a constant dans la première équation (6), on 

trouve l'équation de condition 

F'(a) = o, 

qui n'est pas, en général, compatible avec la seconde des équations (9). 

Ainsi, il ne pourra y avoir de solution du problème de Mécanique proposé 

correspondante à une valeur constante de a, que si cette valeur satisfait à 

l'équation 

F(a) = o. 

La valeur correspondante de la constante C sera alors F(a). 
Supposons que l'on ait, en même temps, 

^ = /(«)-/i(P)» 
XU = (p(a)-9,((3). 

Alors on pourra prendre 

F (a) = 9 (a) + /i/(a). 

Il y aura donc toujours une valeur de h telle que l'équation 

F(a) = <p'(a)-f-A/'(a)=:o 
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admelte pour racine telle valeur de a que l*on voudra [en exceptant, bien en- 
tendu, les racines de /'(a)]. Il y aura donc une solution du problènne proposé 
dans laquelle la trajectoire sera Tune quelconque des courbes coordonnées 
I à Texception de celles dont le paramètre annule soit /'(a), soit //(P)]. 

En appliquant ces propositions générales au problème de Lagrange, on re- 
connaîtra que toutes nos hypothèses sont vérifiées. Il suffira de rapporter le 
plan au système isotherme formé des ellipses et des hyperboles dont les 
foyers sont les deux points qui attirent en raison inverse du carré de la dis- 
tance. Si r et r' désignent les distances d'un point à ces deux foyers, on 

posera 

La force vive aura pour expression 



(f^'-^'K^"^»^^) 



La fonction des forces est ici 



A _^ _C 



Uzzz— -^- -u _-^ -|-B(fA*-^v«), 



Il faut, pour appliquer les formules générales, prendre 

dix ^ civ 



d0L = 



TZZZ » 



rf|3 = — r ^:= 



/(«) = f^% /i((3) = v«, 

(p(a) = (A-+-C)^-+-BfjL*, 9,(P)z=(A-C)v-i-Bv*. 

Par suite, les ellipses et les hyperboles homofocales pourront être des trajec- 
toires du mobile, à l'exception de celles qui satisfont à Tune des équations 

^ = o, V = o, 

obtenues en difîérentiant /(a) et /, (P). 

La première de ces équations ne peut avoir lieu, ^ étant supérieur à c. La 
seconde nous donne celle des hyperboles qui se réduit à Taxe non focal. Il 
est clair, en effet, que cet axe ne peut pas être décrit par le point matériel 
lorsque les attractions qui émanent des deux foyers sont inégales. 



»•••» 
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NOTE IV. 

Sur un théorème de Mécanique; par M. Ossian Bonnet. 



Lagrange a montré^ à la page i lo de ce Volume, que la même section 
conique qui peut être décrite en vertu d'une force tendante à Tun des foyers en 
raison inverse du carré de la distance, ou tendante au centre en raison directe 
de la distance, peut Tôtre encore, sous certaines conditions, en vertu de trois 
forces pareilles tendanles aux deux foyers et au centre; ce qui, dit-il, est 1res 
remarquable. 

Legendre a été conduit plus tard à une conséquence analogue, mais plus 
explicite, dans le Traité des fonctions elliptiques; on lit, en effet, à la page 4^6 
du Tome 1°' de cet Ouvrage : 

(c Soit A le sommet d'une ellipse dont F et G sont les deux foyers; soit \' la 
vitesse en A nécessaire pour que cette ellipse soit décrite en vertu de la force 
A appliquée au foyer F; soit pareillement \" la vitesse en A nécessaire pour 
que l'ellipse soit décrite en vertu de la force B appliquée à l'autre foyer G; si 
ces deux forces agissent à la fois sur le mobile et que la vitesse initiale V soit 
telle que V*=: V'*-h V'*, il décrira encore la môme courbe. » 

Ces résultats ne sont que des corollaires d'un théorème général que l'on 
peut énoncer comme il suit : 

Théorème. — Si plusieurs masses m, m', m"^ . . ., respectivement soumises à 
Inaction des forces F, F', F", . . ., et partant toutes d*un point A ai>ec des vi- 
tesses Vq, i'q, (»* , ... de grandeur différente mais de même direct ion ^ décri- 
vent la même courbe ACB, la masse quelconque M, soumise à V action de la 
résultante des forces F, F', F'', . . ., et partant du point A avec une vitesse \\ 
ayant la même direction que les vitesses Co» <''o» ^'o> •••» décrira encore la 
courbe ACB, pourvu que les forces F, F', F", ... soient indépendantes du 
temps et que la force vive initiale MVJ de la masse M soit égale à la somme 

mvl 4- m'v^ -\- m" v^ -4- . . . 

des forces vives initiales des masses m, m', m", .... 

Démonstration, — Afin d'abréger le discours, appelons mouvements par- 
XII. 45 



35'* NOTES. 

tiels ceux qui sont produits par les forces F, F', F', ... agissant séparénncni, 
et mouvement composé celui qui produit la résultante de ces forces. 

Si le mobile M ne décrit pas la courbe ACB dans le mouvement composé, 
on pourra lui faire décrire cette courbe en adjoignant à la résultante des 
forces F, F', F", . . . une force normale convenablement cboisie, et Ton aura 
alors les équations connues 

M ^ = X -h X'-h X^-h. . . -+- N cosa = V X -+- N cosa, 

M ^ zz: Y -f- Y'-h Y'-i-. . .4- N cos? =y Y -f- N cos?, 

M^=:Z-+- Z'-i-Z'^4-...-h\cosy=yz -f-Ncosv, 

r, V, 3 représentant les coordonnées du mobile au bout du temps t^ (X,Y,Z), 
(X', Y', Z'), (X, Y%Z'), ... les composantes respectives prises parallèlement 
aux axes des forces F, F', F'', . . ., N Tintensité de la force normale, et a, ^, y 
les angles que la direction de celte force fait avec les parties positives des 
axes des coordonnées. 

Multipliant la première équation par idxy la deuxième par idy^ la troi- 
sième par 2 dz^ et ajoutant, il viendra 

dMW^^idx^X -\-i dy ^\ -^ 1 dz^'l, 

V étant la vitesse du mobile au point x, y, z\ mais, remarquons que t-, v\ 
r", . . . étant les vitesses des masses m, m\ m\ . . . lorsqu'elles passent par 
le môme point dans les mouvements partiels, on a 

dmv^ =z2(X c/x-+- Y dy-\-Z dz), 
dm'\^'' — i(\!dx ^\'dy-\- 7J dz), 
dtn''v''^=ii{\'dx 4- Y'dy -+- Tfdz), 



On a donc aussi 



d}liy^=dmv^->rdm'v'^-hdm''v''^-^,.,^^dmi''—dy^mv^: 
(Koii, intégrant, 
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ou simplement 

en remarquant que, d'après l'hypolhèse, cette égalité a lieu au point de dé- 
part. 

(]ela nous montre déjà que, pour toutes les positions comme pour la posi- 
tion initiale, la force vive de la masse M, dans le mouvement que nous consi- 
dérons, est égale à la somme des forces vives des masses m, m', m'^ . . . dans 
les mouvements partiels. 

Il est maintenant bien facile de prouver que la force N est nulle et, par 
conséquent, que le mobile M parcourt la courbe ACB dans le mouvement com- 
posé. En effet, cette force est égale et contraire ù la résultante de la force 
centrifuge et des composantes normales des forces F, F', F'', . . .; or la force 
centrifuge dirigée en sens inverse du rayon de courbure de la courbe est, en 
appelant p ce rayon de courbure, 



ou, d'après ce que nous avons démontré. 



! h ... ; 







d'ailleurs les composantes normales des forces F, F', F*', . . . sont respective- 

ment égales et contraires à 1 > > •••> puisque les masses m. 

9 9 9 

m'y m", ... décrivent la courbe ACB dans les mouvements partiels; il y a donc 

équilibre entre la force centrifuge et les composantes normales des forces ex- 
térieures; par conséquent, la force N est nulle. 

Nous avons supposé, dans ce qui précède, le point complètement libre; s'il 
était assujetti à rester sur une surface, le théorème serait encore vrai, car ce 
dernier cas se ramène à celui d'un point libre par l'introduction d'une force 
normale à la surface. 
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NOTE V. 

Sur la plus courte distance entre deux points d'une sufface. 



Lorsqu'un point matériel se meut sur une surface fixe, et que, soumis à 
la seule influence d'une vitesse initiale, il n'est sollicité par aucune force, 
Lagrange démontre (p. i8i) que la vitesse est constante et la ligne qu'il 
décrit la plus courte que l'on puisse mener entre deux de ses points. Pour 
prouver cette proposition, l'illustre auteur se borne à montrer que la variation 
de l'arc Jds est nulle et que, par conséquent, il y a maximum ou minimum; 
or, dit-il, il ne peut y avoir maximum, donc il y a minimum. Cette manière 
de raisonner n'est pas admissible; on sait, en effet, qu'une intégrale dont la 
variation est nulle peut fort bien n*ètre ni maximum ni minimum; dans le 
cas particulier dont il s'agit, l'assertion de Lagrange est cependant exacte, 
comme on peut le démontrer en quelques mots. 

L'équation différentielle qui exprime que la variation de l'intégrale J ds 
est nulle prouve, comme on sait, que le plan osculateur de la courbe est, en 
chaque point, normal à la surface. Or, en supposant les deux extrémités de 
l'arc considéré infiniment voisines Tune de l'autre, parmi tous les arcs qui 
peuvent les réunir sur la surface, le plus petit, celui qui différera le moins 
de la corde, sera évidemment l'arc dont la courbure est la plus petite, c'est- 
à-dire dont le rayon de courbure est le plus grand. Or les arcs qui réunissent 
deux points infiniment voisins d'une surface peuvent être considérés comme 
ayant même tangente, et, par conséquent, d'après un théorème bien connu 
de Meusnier, celui dont le plan osculateur est normal à la surface a le rayon 
de courbure maximum et est, par conséquent, le plus court. 

La proposition énoncée par Lagrange est exacte, comme on vient de le 
voir, pour un arc infiniment petit quelconque; mais elle cesserait de l'être si 
l'on considérait un arc d'une grandeur finie. Il existe sur ce sujet un théo- 
rème curieux, énoncé sans démonstration par Jacobi, qui donne un moyen 
général de déterminer, pour chaque ligne tracée sur une surface et satisfai- 
sant aux conditions de minimum, les limites entre lesquelles elle est réelle- 
ment la plus courte. 

Soit AMM' une telle ligne : avançons-nous sur cette ligne à partir du 
point A, considéré comme limite fixe, en marchant vers les points sui^'ant^ 
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de la courbe. Si l'on prend l'un de ces points comme seconde limite, il pourra 
arriver qu'entre ce point et le premier il passe une autre courbe pour laquelle 
la condition analytique du minimum soit également remplie; eh bien, la ligne 
considérée cessera d'être minimum entre le point A et la seconde extrémité 
considérée, en un point pour lequel cette seconde ligne se confond avec la pre- 
mière. 

Ce théorème n*a pas été démontré par les géomètres qui ont commenté la 
célèbre Lettre dans laquelle il est énoncé (*). Nous croyons faire une chose 
utile en indiquant rapidement comment il résulte de l'Analyse de Jacobi. 

L'intégrale considérée étant, en général, 

ff{^^yry)dx, 

la variation peut prendre la forme 

fYàydx, 



Pour qu'il y ait minimuni, il faut que la fonction -^^ reste constamment 



V étant la fonction qui, égalée à zéro, fournit l'équation que l'on doit inté- 
grer pour résoudre le problème. 

ÊIL 

positive entre les limites de l'intégration. Or cette condition ne peut man- 
quer d'être remplie, quelles que soient ces limites, puisque nous avons vu 
qu'il y a toujours minimum entre deux limites quelconques qui sont suffî 
samment rapprochées. Il faut en outre, d'après l'Analyse de Jacobi, qu'en 
désignant par/ l'expression déduite de l'équation 

V = o, 

et qui renferme deux constantes arbitraires a et ô, on puisse déterminer deux 
constantes a et ^ telles qu'en posant 



,,^„ày ^ dy 



l'expression 



-( 



d V I d\f du \ 



ày ày' u dy^ dx ) 



ne devienne pas infinie entre les limites de l'intégration, ou, ce qui revient 
au même en général, de telle sorte que u puisse ne pas devenir nul entre 

(* ) Journal de C relie, t. XVll; et Journal de Liouville, i™ série, t. 111. 
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3 
les mêmes limites. Il est clair, d'après cela, que, pour chaque valeur de -$ 

s'il arrive que l'expression // s'annule en deux points de la ligne minimum 
l'ournie par le calcul des variations, entre ces deux points extrêmes, on pourra 
allirmer que l'intégrale est un minimum. Or je dis qu'ils jouiront précisément 
de la propriété signalée par Jacobi, c'est-à-dire que Ton pourra mener de l'un 
à Tautre deux lignes infiniment voisines présentant également la propriété 
de minimum. Remarquons, en effet, que l'expression 

est l'intégrale générale de l'équation linéaire 

V = o, 

dans laquelle on considère ày comme inconnue (voir le Mémoire de Jacobi). 
Si donc on attribue à 7 la valeur 

a et (3 étant choisis, ce qui est permis, de telle manière que u soit infîniment 
petit, l'expression V s'annulera, puisque la valeur de y s'annule par hypo- 
thèse, et que l'accroissement infiniment petit // rend sa variation égale à 
zéro. 

On aura donc deux lignes infiniment voisines réunissant les deux mômes 
points, et pour lesquelles la condition 

sera remplie, c'est-à-dire qui satisferont également aux conditions de mi- 
nimum. 

Uemarquons, avant de terminer cette Note, que le Mémoire de Jacobi con- 
tient l'énoncé d'un autre théorème bien remarquable: 

Si les deux courbures d'une surface sont opposées en chaque point, la ligne 
ffui satisfait aux conditions analytiques du minimum est toujours réellement 
la plus courte. 

Nous nous bornerons à rappeler cet énoncé aux géomètres; la discussion 

plus détaillée du problème de Géométrie qui fait l'objet de cette Note ne 

serait pas ici à sa place. 

{Note de M, J. Bertrcmd.) 
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Faites, avec Lagrangc, 



cos*3 — cos*a 
L — sin ^ y 

2-1-4 cosa ros(3 -+- cos*a -h cos'{3 ' ' 

cosû — cosa 
-î— 7 =:sm2v; 



•2 — cosp — cosa 
vous aurez 



! — cossp (2 — cosa — cosJ3) cos*v(i -+- lang*v — 2 langv cos2a) 

'——^. = ^ ^-^- i (.r^ircosaa^C^cosia), 

(I — cos'D— (2 — cosa — cosp) cos*vcosy 

ou plus simplement, en supprimant les termes en cos2ff, cos4o'> lesquels 
doivent disparaître par rinlégration, 

I 2A'' 



(i — cos^»)— (2 — cosa — cosp) cos'vcosy 

2 (A -h H tangv -f- C lang'v -+-...) 
(2 — cosa — cos{3) cos*v cosy(i — tang*v) 

Dans cette formule, on a d'ailleurs 

A = n-i tang'y. .., 
B = — langy — . . ., 
C =:r| lang*y -h. . ., 

ce (|ui change le terme à calculer en 

2v^2 sin« sin(3^/g(i -f- j lang'y — langy tangv -+- 1 tang^y tang'v -h. . .) 
)y''>. -+- 4cosacos|3 -h cos*a -h cos'|3(2 — cosa — cos^) cosy cos'v(i — tang*v) 

En intégrant de a = o à (7 — - > ce terme devient 

2 

sinasin{3 1:^2 11 



.? — cosa — cos^ y/2 -h 4 cosa cos? -f- cos'a -h cos'P cosy cos2y 

X (i -h î tang*y — tangy tangv -h f tang-y tang'v. . .). 

Si Ton néglige les quantités du quatrième ordre en a, ^ (*), le premier 



( M La mclhode suivie par Bravais est loin d'ôlre la plus simple , et elle laisse supposer 
(}uc Tcxpression à calculer n'est pas développable suivant les puissances entières de 3 et 
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facteur aura pour valeur 



2«p r «»-f-|3*-f-4«'i3» 1 



le deuxième facteur sera 



^[' + A(«*+P*)]; 



le troisième facteur sera 



cosy 
le quatrième facteur sera égal à 



= ï; 



2 






le cinquième facteur sera ég&l à 



i6 V » 



C0S2V (a — (3)* 



H- C0S2V l6 



Le produit total sera donc 

et, en lui ajoutant — j-9 on trouvera 






de p. Il vaut mieux employer la formule 

sinasinB 3 â 

1^- = ces - CCS - > 

( V». — CO8 a — CCS p ) COS'2 V ti '2 

qui se déduit facilement de la valeur do sinav ol qui permet de ramener rexprcssion ù la 

forme 

/- a B 

ir v^'i COS - 008 - 

2 2 

(I -- langY tangv -h. . .). 



v/2 -1-4 cosacosp -hcoson-cosp 

On trouve ainsi 

^ i-f- -4(a«-»-pM (I — ungYtangv), 

ce qui conduit au résultat do Bravais. (i- f>. 

Xll. 46 
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O étant la diiïcrence des valeurs de la variable 9 entre les limites vj^ = a et 
•!/ — 5 

r — r* 

Lafrrange a trouvé 

son erreur provient de ce (jue, dans le second terme de ^9, il a écrit, par 
mégarde, au dénominateur, i -h lang*v au lieu de i — tang*v, erreur qui a 

fait disparaître le facteur ? et par cette suppression le facteur —z — '^y 

cos 9. V ■ ■ ' a* H- ^* 

sin ^ sin 3 

provenant de ^- ■ ^, s*est trouvé introduit dans la valeur de ^. 

'A — cos a — cos p 

On peut s'étonner que Lagrange n'ait pas reconnu une telle erreur; car la 
formule 

donne pour Torbile du mobile, comme Lagrange en fait lui-même la remarque, 
une courbe festonnée, dans laquelle le rapport de Tamplitude angulaire 2O 
des festons ù la demi-circonférence peut varier d'une manière quelconque 
entre o et i : or il suffit de jeter les yeux sur un pendule oscillant elliptique- 
ment, et, par exemple, sur un fil à plomb ordinaire, pour reconnaître que ce 
résultat est complètement contredit par Tobservation. Tant il est vrai que 
Terreur est tellement bumaine, qu'elle peut se glisser sous la plume du plus 
illustre géomètre (*)! 



NOTE VII. 

Sur la propagation des ondes. 



Lagrange admet, page 822, (|ue les résultats auxquels il a été conduit dans 
le cas d'un canal peu profond peuvent s'appliquer au mouvement d'une 
masse liquide de profondeur quelconque, parce que, dit-il, on peut admettre 

( » ) Foir, pour plus do développements sur la théorie du pendule conique, un Mémoire 
do M Richelol {Journal de M, Crelie, l. XLV), et une Thèse très intéressante présentée 
par M. Tissot à la Faculté des Sciences de Paris et insérée au tome XV'I du Journal de 
M, LiouvlUc. {J. Bertrand.) 
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que Teau n*esl ébranlée et remuée qu*à une profondeur très pelile : supposi- 
tion plausible, ajoute-tii, et que Texpérience semble confirmer. Il ne semble 
pas qu'il y ait lieu d'accepter celte extension des formules, et les expé- 
riences, bien difficiles à faire en pareille matière, seraient d'ailleurs fort peu 
concluantes, car, la masse liquide augmentant indéfiniment avec la profon- 
deur du milieu, le mouvement de chaque particule pourrait devenir insen- 
sible aux épreuves les plus délicates, sans que l'on soit en droit d'affirmer 
qu'il n'y a pas une masse considérable de force vive transmise et perdue. 

Poisson, qui s'est occupé à plusieurs reprises de la question des ondes, a 
traité le point dont il s'agit, et la critique qu'il fait du passage de Lagrange 
me paraît fondée et ingénieuse. Je crois utile de la reproduire ici : 

« Lagrange traite, dans la Mécanique analytique, le cas où la profondeur 
du fluide est supposée très petite et constante. Il démontre qu'alors la pro- 
pagation des ondes a lieu suivant les mômes lois que celles du son, en sorte 
que leur vitesse est constante et indépendante de Tébranlement primitif; et, 
de plus, il la trouve proportionnelle à la racine carrée de la profondeur du 
fluide, lorsqu'il est contenu dans un canal qui a la môme largeur dans toute 
son étendue. 11 suppose ensuite que le mouvement excité à la surface d'un 
fluide incompressible d'une profondeur quelconque ne se transmet qu'à de 
très petites distances au-dessous de cette surface, d'où il conclut que son 
analyse donne encore la solution du problème, quelque grande que soit la 
profondeur du liquide que l'on considère; de manière que, si l'observation fai- 
sait connaître la distance à laquelle le mouvement est insensible, la vitesse 
de propagation des ondes à la surface serait proportionnelle à la racine 
carrée de cette distance; et, réciproquement, si cette vitesse est mesurée 
directement, on en pourra déduire la petite profondeur à laquelle le mou- 
vement parvient. Mais qu'il nous soit permis d'exposer ici quelques observa- 
tions fort simples qui prouvent que cette extension donnée à la solution de 
Lagrange ne peut pas être légitime et que les choses ne se passent pas ainsi, 
lorsqu'on a égard au mouvement dans le sens vertical. 

)) En effet, le mouvement dans ce sens n'est pas brusquement interrompu; 
les vitesses et les oscillations des molécules diminuent à mesure que l'on 
s'enfonce au-dessous de la surface, et la distance à laquelle on peut les 
regarder comme insensibles, en admettant même pour un moment qu'elle 
soit très petite, n'est pas une quantité déterminée qui puisse entrer, comme 
on le suppose, dans l'expression de la vitesse à la surface. Pour fixer les 
idées, supposons la profondeur et les autres dimensions du fluide infinies ou 
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assez grandes pour qu'elles ne puissent avoir aucune influence sur la loi du 
mouvement; supposons aussi que la masse entière n'a reçu, primitivement, 
aucune vitesse, et que l'ébranlement a été produit de la manière suivante, 
qui est la plus facile à se représenter: on plonge dans Teau, en renfonçant 
1res peu, un corps solide d'une forme connue; on donne au fluide le temps 
de revenir au repos, puis on retire subitement le corps plongé. 11 se produit, 
autour de l'endroit qu'il occupait, des ondes dont il s'agit de déterminer la 
propagation. Or il est évident que, la profondeur du liquide ayant disparu, 
les seules lignes qui soient comprises parmi les données de la question sont 
les dimensions du corps plongé et l'espace que parcourt un corps pesant dans 
un temps déterminé; par conséquent, l'espace parcouru par chaque onde à la 
surface de l'eau ne peut être qu'une fonction de ces deux sortes de lignes. Si 
donc la vitesse des ondes est indépendante de l'ébranlement primitif, c'est- 
à-dire de la forme et des dimensions du corps plongé, il faudra, d'après le 
principe de l'homogénéité des quantités, que l'espace qu'elles parcourent 
dans un temps quelconque soit égal à l'espace parcouru pendant le môme 
temps par un corps pesant, multiplié par une quantité abstraite indépen- 
dante de toute unité de ligne ou de temps; donc alors le mouvement des 
ondes sera semblable à celui des corps graves, avec une accélération qui 
sera un certain multiple ou une certaine fraction de l'accélération de la 
pesanteur; si, au contraire, le mouvement des ondes est uniforme, il faut, 
d'après le môme principe d'homogénéité, que leur vitesse dépende de Tébran- 
lement primitif, de manière que l'espace parcouru dans un temps donné soit 
une moyenne proportionnelle entre deux lignes, savoir : la ligne décrite dans 
le même temps par un corps grave, et l'une des dimensions ou, plus généra- 
lement, une fonction linéaire des dimensions du corps plongé. Il pourrait 
encore arriver que le mouvement des ondes fût accéléré, et que Taccéléra- 
tion dépendît du rapport numérique qui existe entre ces dimensions : c'est 
au calcul à décider lequel de ces mouvements doit avoir efl'ectivement lieu; 
mais on voit, a priori, qu'ils sont également contraires aux résultats de la 
Mécanique analytique. » 

Nous renverrons, pour la solution du problème, au Mémoire môme de Pois- 
son {Mémoires de l'Institut (Académie des Sciences), tome 11]; on y trouve 
(les résultats tout opposés à ceux qu'avait admis Lagrange, et notamment la 
preuve qu'il existe des ondes dont le mouvement est uniformément accé- 
léré. 

( Note de M. J. Bertrand. ) 
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NOTE VIII. 

Sur un théorème de M. Gauss, 



M. Gauss a fait connaître, dans le Tome IV du Journal de AI. Crelle, un beau 
théorème qui comprend à la fois les lois générales de l'équilibre el du mou- 
vement, et semble l'expression la plus générale et la plus élégante qu'on soit 
parvenu à leur donner; les lecteurs français nous sauront gré de reproduire 
ici la traduction des quelques pages consacrées par l'illustre géomètre à l'ex- 
position du nouveau principe. 

« Le principe des vitesses virtuelles transforme, comme on sait, tout pro- 
blème de Statique en une question de Mathématiques pures, et, par le prin- 
cipe de d'Alemberl, la Dynamique est, à son tour, ramenée à la Statique. H 
résulte de là qu'aucun principe fondamental de l'équilibre et du mouvement 
ne peut être essentiellement distinct de ceux que nous venons de citer, et que 
l'on pourra toujours, quel qu'il soit, le regarder comme leur conséquence* 
plus ou moins immédiate. 

» On ne doit pas en conclure que tout théorème nouveau soit pour cela sans 
mérite. Il sera, au contraire, toujours intéressant et instructif d'étudier les 
lois de la nature sous un nouveau point de vue, soit que l'on parvienne ainsi 
à traiter plus simplement telle ou telle question particulière, ou que Ton ob- 
tienne seulement une plus grande précision dans les énoncés. 

» Le grand géomètre qui a si brillamment fait reposer la science du mou- 
vement sur le principe des vilesses virtuelles n'a pas dédaigné de perfec- 
tionner et de généraliser le principe de Maupertuis relatif à \di moindre action, 
et Ton sait que ce principe est employé souvent par les géomètres d'une ma- 
nière 1res avantageuse (*). 



(*) Qu'il me soit permis de placer ici mon observation. Je no trouve pas satisfaisante 
la méthode employée par un autre grand géomètre (<») pour déduire la loi des réfractions 
d'Huygens du principe de la moindre action. Ce principe, en effet, suppose essentiellement 
l'existence de celui des forces vives, en vertu duquel la vitesse des points en mouvement 
est complètement déterminée par leur position, et la direction (ju'ils suivent n'exerce sur 

(•) Laplace, Mémoires de l'Instilnl, 1809. 
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)> Le caractère propre du principe des vitesses virtuelles consiste en ce 
qu'il est, pour ainsi dire, la formule générale qui résout les problèmes de Sta- 
tique, et qu*il peut, par suite, tenir lieu de tout autre principe, mais il n*a pas 
ce cachet d'évidence absolue qui entraîne la conviction sitôt que renoncé est 
connu. 

)) Sous ce rapport, le théorème fondamental que je vais démontrer me 
semble devoir être préféré : il présente, en outre, l'avantage de comprendre 
à la fois les lois générales de l'équilibre et du mouvement. 

)' S'il est plus avantageux au perfectionnement successif de la Science et 
pour l'étude individuelle de passer du facile à ce qui semble plus difficile et 
des lois les plus simples aux plus composées, d'un autre côté l'esprit, une fois 
arrivé au point de vue le plus élevé, demande la marche inverse qui lui fait 
paraître toute la Statique comme un cas particulier de la Dynamique. Aussi 
le géomètre que nous avons cité semble-t-il avoir apprécié cette marche in- 
verse, lorsqu'il présente comme un avantage du principe delà moindre action 
de pouvoir comprendre à la fois les lois du mouvement et celles de l'équi- 
libre, si l'on veut le considérer comme principe de la plus grande ou plus 
petite force vive. Mais cette remarque est, on doit l'avouer, plus ingénieuse 
que vraie, car le minimum a lieu, dans ces deux cas, dans des conditions 
toutes différentes. 

» Le nouveau principe est le suivant : 

M Le mouvement d'un système de points matériels liés entre eux d'une ma- 
nière quelconque et soumis à des influences quelconques se fait, à chaque in- 
stant, dans le plus parfait accord possible avec le mouvement qu'ils auraient 
s'ils devenaient tous libres, c'est-à-dire avec la plus petite contrainte possible, 
en prenant pour mesure de la contrainte subie pendant un instant infiniment 
petit la somme des produits de la masse de chaque point par le carré de la 
quantité dont il s'écarte de la position qu'il aurait prise s'il eût été libre. 

» Soient 

m y m\ m" les masses des points; 

a y a\ a" leurs positions respectives; 

b, b\ b" les places qu'ils occuperaient après un temps infmiment pelit dt en 



elle aucune influence. Celte influence est cependant le point de départ de l'auteur dont nous 
parlons. Il me semble que tous les efl*orts des géomètres pour expliquer la double réfrac- 
tion dans l'hypothèse de rémission resteront infructueux tant qu'ils regarderont les molé- 
cules lumineuses comme de simples points. {Note de M, Gatiss.) 
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vertu des forces qui Jes sollicitent et de la vitesse acquise au commence- 
ment de cet instant. 

» L'énoncé précédent revient à dire que les positions c, c', c\ ... qu'ils 
prendront seront, parmi toutes celles que permettent les liaisons, celles pour 
lesquelles la somme 



m,hc -+- m' , b'& -h m" ,b'*c" -\- . . . 

sera un minimum. 

» L'équilibre est un cas particulier de la loi générale; il aura lieu lorsque, 
les points étant sans vitesse, la somme 



m,ab -\- m' ,a' b' H-... 

sera un minimum, ou, en d'autres termes, lorsque la conservation du système 
dans l'état de repos sera plus près du mouvement libre que cbacun tend à 
prendre que tout déplacement possible qu'on imaginerait. La démonstration 
du principe se fait facilement comme il suit : 

» La force qui sollicite le point m pendant l'instante^/ est évidemment com- 
posée : 1° d'une force qui, s'adjoignant à l'effet de la vitesse acquise, mène- 
rait le point de a en c; 2° d'une force qui, prenant le point au repos en c, le 
ferait, dans le même temps, parvenir de c en 6. Ceci s'applique évidemment 
aux autres points. 

» En vertu du principe de d'Alemberl, les points //i, m', m" y . . . seraient en 
équilibre s'ils se trouvaient, dans les positions c, c', c^ ... sous l'influence 
des secondes forces ci-dessus mentionnées qui agissent suivant c6, c'//, . . . 
et sont proportionnelles à ces petites lignes. Il faut donc, d'après le principe 
des vitesses virtuelles, que la somme des moments virtuels de ces forces soit 
nulle pour tous les déplacements compatibles avec les liaisons, ou mieux, que 
cette somme ne puisse jamais devenir positive. 

» Soient donc y, /, y", ... des positions que les points m, m', m", ... puis- 
sent prendre sans violer les liaisons du système, et 0, $', B\ ,. . les angles que 
cy, c'y', c^y", . . . font respectivement avec c6, c' b\ c^b"^ . . .; il faut que 

ym.cb.cy cos9 

soit nul ou négatif. 
» Mais il est clair que l'on a 

— 2 — 2 — 4 — — 

y 6 z=: cb -\- cy '— 2cb,cy cos9 
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el, par suite, 

donc 

> m, y h rzL^^m.cb -h\ni.cy — 2 2^m,cb.cy cos ; 

el, par suite, 

y m.yb — V w . ch 



— » 



est toujours positif, d'où il résulte que^m.yù est toujours plus grand que 
2^m.cb , c'est-à-dire que 2^ m, cb est toujours un minimum. c. q. f. d. 

» il est bien remarquable que les mouvements libres, lorsqu'ils sont in- 
compatibles avec la nature du système, sont précisément modifiés de la même 
manière que les géomètres, dans leurs calculs, modifient les résultats obtenus 
directement en leur appliquant la métbode des moindres carrés pour les 
rendre compatibles avec les conditions nécessaires qui leur sont imposées par 
la nature de la question. 

» On pourrait poursuivre cette analogie, mais cela n'entre pas dans le but 
que je me propose en ce moment. » 

Ce serait un exercice facile et de peu d'utilité que de déduire du théorème 
qu'on vient de lire les équations générales du mouvement et de l'équilibre ; on 
retomberait tout de suite sur les formes connues, et le problème général, au 
point de vue analytique, n'aurait par conséquent pas avancé. En faut-il con- 
clure que le beau principe de M. Gauss doit être pour cela considéré comme 
inutile? Personne ne le pensera. Le but de la Science est, avant tout, la con- 
naissance des lois générales qui régissent les phénomènes, et le théorème qui 
fait l'objet de cette Note semble l'expression la plus nette et la plus satis- 
faisante que les géomètres aient pu leur donner. Il n'existe pas, en eiTet, à 
ma connaissance, un seul théorème général de Dynamique qui semble plus 
propre à frapper d'admiration un esprit juste encore peu exercé aux transfor- 
mations analytiques, et à faire naître le désir d'étudier la Science qui lui per- 
mettra d'en apercevoir clairement la démonstration. 

(Note de 31. J. Bertrand.) 
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>• — • 



I. 

Sur la détermination des orbites des comètes. 



Soient R la dislance de la comèle à la Terre, R/, Rm, R/i les trois coordon- 
nées de la comèle rapportées à la Terre, où 

x, j, z les trois coordonnées de Torbite de la comète autour du Soleil, et /• son 
rayon vecteur; $, yî, C les trois coordonnées de Torbile de la Terre, et p son 
ravon vecteur; on aura 



Ensuite 



./• = 4-h/R, j = Yî-i-mR, :;=:Ç-i-/iR. 

d^x X d*Y y d^z z 

—TT -^ ; = O, -T=T H- -^ == O, -T-r 1 r. == O, 

^ i = ^' 777? -^7^ = ^' 777? -^n=^; 



^//* p» ~" ' dl* p^ ' ^/^« p 

donc, substituant, on aura 



d^tn) ^ ^-h/R 



r/^- p^ /•* 

r/*(/wR) Yî Yî-4-mR 



dl^ p^ /•' 

r/«(/iR) Ç Ç-l-ziR 



^/^- p» /• 



3 



= o, 



= o. 



= 0, 



savoir 



, d^K did[\ ^/dU t\ . / I i\ 



d*lX dmdR ^fd^m 

m 



dt^ dt^ 

d^R dndK 



„ (d^m m\ / 1 i\ 
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Multipliant la première par mdn — ndm^ la seconde par — {Idn — ndl), la 
troisième par Idm — m dl, et les ajoutant ensemble, on aura, à cause de 



H 



l{m dn — n dm ) — m{ldn — n dl) -\- n{l dm — m dl) = o, 

(mdn — n dm )d^l — (Idn— n dl) d^m -h (l dm — m dl) d* n 

_ 

-l-f-;^ A[^(mdn — n dm ) — r\(l dn — n dl) -\- ^^(l dm — m dl)"] ^=z o, 



Ainsi Ton aura 



R='*(r»-p^)î 



mais 

r»=r p-H- 2(/^ ^m-n-^ /iÇ)R -+- R*; 

donc 

savoir 

(r*— p*)pV«4-2{i(/^-h mYî -h /iC)(/-*— p»)pV— fjL*(/-*— p')*=o; 

équation du huitième degré, mais qui est évidemment divisible par /• — p, ce 
qui la rabaisse au septième. 



II. 

Sur le mouvement de rotation (voir p. 226). 



Faisons, comme dans Tarticle 1, 
et 

Ces formules représentent naturellement les trois espèces de mouvements 
dont un système est susceptible. Les variables x\ y\ z' sont les coordonnées 
d'un point du système qu'on peut regarder comme son centre, et elles déter- 
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minent le mouvement commun de tout le système. Les neuf variables ^', $", 
Ç*^, Yî', . . ., entre lesquelles il y a six équations de condition (art. 2), détermi- 
nent le mouvement de rotation de tout le système autour de son centre. Enfin 
les quantités a, b, c ne dépendent que des distances mutuelles des corps et 
servent à déterminer leurs mouvements réciproques. 

En prenant le centre du système dans un point Vwe, lorsqu'il y en a un dans 
le système, ou dans son centre de gravité, lorsque le système est libre, on a 
la formule générale (Secl. 111, art. 6) 



s 



m ( -j-^ h X 0; -4- Y OTi -H Z d; ) =: o, 



à laquelle il faudra ajouter les termes 

X dL -h fjL ÔM 4- V ON 

dus aux équations de condition 

L = o, M = o, N = o, . . . , 

pour avoir l'équation générale du mouvement du système (Sect. IV, art. 11). 

Il faut maintenant substituer à la place des variables ^, m, C leurs valeurs 

en a, ^, c, $', ^% ... de l'article précédent. Or, si dans les expressions de d^, 

dfiy d^ de l'article 14 on change, ce qui est permis, la caractéristique d en ô, 

on a 

il = ?' 5a'4- l" db'-^ l" èc\ 

ôr, = V aa'-f- YîM6'-f- Yi'^ ôc', 

les valeurs de ôa', 36', ôc' étant 

^a'= da-^cdQ — b ÔR, 
36'— ô6-+-aôR — côP, 
Sc' = Sc -hbdP —a6Q; 

et si Ton fait ces substitutions conjointement à celles de d*l, d^n, d*K de l'ar- 
ticle cité, dans l'expression e/*çd$-f-c^*rîÔY) -+-^ÇdÇ, elle devient, en vertu 
des équations de condition de l'article 6, 

De même la quantité Xô? -+- Yôn -+- ZiÇ se change en celle-ci 

X'dfl'4-Y'd6'-+-Z'ôc', 
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en faisant, pour abréger» 

\'=: ;' X -f- rî' Y -t- Ç' Z, 

Z' — rX-hrî'Y-i-rZ. 

En supposant le système libre de tourner en tout sens autour de son centre* 
il est facile de voir que les équations de condition 

L =: o, M = o, N =: o, . . . , 

données par la nature du système, ne pourront contenir les coordonnées a^ 
by c qui déterminent la disposition des corps entre eux. Ainsi les quantités L, 
M, N, ... ne pourront être fonctions que des a, ^, c relatives aux différents 
corps. 

Ainsi, en égalant séparément à zéro les ternies de l'équation générale qui 
se trouveront multipliés par les variations ôP, ôQ, 3R, qui sont communes à 
tous les corps du système, et ceux qui seront multipliés par les variations 5^, 
oby 6c relatives à chacun de ces corps, on aura d*abord, pour tout le système 
en général, les trois équations 

m( ^. 4-aY'-6X'jz.o, 

<§m( ^^^"^-"^^^V cX--aZ-)^-o, 



s 



m( -^^ -hb/J—c\' ]—o; 



ensuite on aura, pour chacun des corps du système, les équations 

ÔL âM â'S 






m ( — , :.- -f- A I -i- A i h IX „ h V -T h . . . = O, 



(d'b" ,.A ,<^L 



nil — .r -Ht' )-+-''^ -+-/^^ -+-^''^ -+--~^' 






Et si le système est un corps solide composé d'éléments Dm pour lesquels les 
coordonnées a, b, c sont constantes relativement au temps t, on a 

da^=^Oy dbz=LOy cfc = o ; 

donc 

da'^ cdQ — bd^, db'= adR^c dP, dc'= bdP^adQ, 
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et de là 

^*a'zzi cd'Q — bd^R-hbdPdQ-^-cdPdR — a{diy-\-dlV), 
d^ù'—ad^R — cd^'P-^adPdQ-hcdQdR — b{dP^ -h dl\^), 
d^c'^ b d^P — ad^Q -h a dP dR ^ b dQdR ^ c {dP^ -h dQ^). 

Si Ton substitue ces valeurs dans les équations précédentes, qu'on prenne 
pour axes des coordonnées a, 6, c les trois axes principaux du corps, ce qui 
donnera (Sect. III, art. 28) 

^a6Dm = o, QrtcDm = o, Ji6cDm = o 

et qu'on fasse 

^a*Dmm/, ^^;* Dm =://;, ^cM)in = /;, 

on aura, en supposant nulles les forces accélératrices, 

,d'P , ,^Q^H 

Ces équations s'accordent avec celles que nous avons trouvées d'une manière 
différente dans la Section III, puisque les quantités -^-> ~9 -j- sont les 

vitesses de rotation autour des trois axes principaux du corps, qui étaient 
désignées par 4», co, 9 dans les équations de l'article cité. Elles prouvent en 
même temps la justesse de celles-ci, sur laquelle on pouvait avoir quelques 
doutes à cause du passage des axes fixes aux axes mobiles; mais l'analyse pré- 
cédente, en rendant la formule générale indépendante de la position des axes 
de rotation, rend ce passage légitime. 

Dans le même cas d'un corps solide qui n'est animé par aucune force accé- 
léra tçice, nous avons vu que les équations des aires sont intégrables (Sect. III, 
art. 9). Si donc on fait les substitutions précédentes dans les équations inté- 
grales, on aura des équations qui seront les intégrales de celles de l'article 
précédent. 

Substituons d'abord les valeurs de Ç, tq, d^, dn dans l'expression Id-n — f) é/£, 
on aura 

^dn-ndi = (bdc''-cdb')(i'n''-n''i,'')-^(cda'-^adc'){n'li'''-^''n'') 

-^ (a db' — b da') (^'n' -- n'^"), 
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savoir, par les formules de l*arlicle 6, 

t^df) —ndl^ {b de -- c db')K' -h i,c da' — add)ti'' -^ {adb' - b da')!;'' . 
On iroiivera de la même manière 

i:dl--ld^-{bdc'-cdb')n'-\-{cda' — adc')f\''^{adb''-bda')n', 
ndr^ — ridn — {bdc' — c db')l' -i-{cda' - adc')^'' -^{adb' -- bda')l''. 

Si l'on multiplie ces expressions par -j-» qu'on les affecto du signe Q, et 
qu'après avoir substitué les valeurs de da\ db\ de' on fasse 

da = o, db^zz o, de = o, 
V^fl-^^Dm^io, ^^>«Dm = /n, ^6cDm=o, 

^a«Dm=:/, ^acDm = o, §c«Dm=/i, 

qu'ensuite on les égale aux constantes C, B, A, on aura 

(-^-«)§Ç' + (/ + /.)§Ç'4-(/ + m)§r=C, 
(;n + „)_V+(/ + n)^r,'+(/+m)^t,'=B, 
(^„^ + n)'^^}: + {l ^ n)^^l' + {l -^ m)'^^l' ^ k-, 
d'où l'on tire tout de suite, par les équations de condition de l'article 3, 

(/n-h/i)^=AÇ'4-Bt)'4-CÇ', 

(/ -^„)^^A5'4-BYî^-HGr, 

(/ H-m)^^AÇ''4-Br)''4-Cr. 

Ces équations s'accordent avec celles de l'article 31 de la Section III, dans 

lesquelles ^\ w', 9' sont la môme chose que "^ » "^ ' "^ > ^^ ^^ ^^s coefficients 

a, (3, y, a', (3', y', ... répondent à Xi T» T» ^S ^''» 

Si l'on ajoute ensemble les carrés des trois équations précédentes, on a 
tout de suite une équation entre </P, rfQ, e/R et dty en vertu des équations de 
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condition de Tarticle 5; celle équation est 

rfP* rfO* <iR* 

(m -^ n)» ^ -h ( / -^ /i)« ^ + ( / 4- m)« -^ =r A* + B* + es 

par laquelle on peut déterminer une des trois variables —r- , -^j -r- par les 

deux autres. 

On peut, dans le même cas d*un corps solide qui n*est animé par aucune 
force accélératrice, avoir une seconde équation entre ces variables, par 
l'équation des forces vives; car, en ajoutant ensemble les carrés des quan- 
tités -r> -T-î -j-y on a (art. 13), à cause des équations de condition, 
dt clt at 

dl^ ~" dt^ ' 

donc, en affectant tous les termes du signe Q, après les avoir multipliés par 

Dm, on aura, en général, pour un système quelconque, lorsqu'il n'y a point 
de forces accélératrices (Sect. III, art. 35), 



S/da'^^db''-hdc'^\,^ -, 

[ df^ )Dm=:E. 



Dans le cas d'un corps solide, on a 

c^a =: o, dù=zOy c/c = o; 

donc 

da'^ =z c« dQ* —2bcdQdR-^ b^ ^R', 

db'^:= a* e/R*— lac dP dR -+- c« dP\ 

dc'^ = 6* dP^ —2abdPdQ-h a» dQ\ 

Donc, supposant comme ci-dessus 

^a6Dm = o, ^acDm = o, Q6cDm=:o 
et 

^a'Dm^:/, ^6»Dm=m, §c*Dm=/i, 

on aura 

^dP* ,, dQ^ //R« _ 

On a ainsi deux des trois variables -j-i --^f -j- exprimées par la troisième, 

mais on ne peut avoir la valeur de celle-ci que par l'intégration d'une des 
trois équations différentielles précédentes. Ensuite, pour avoir la valeur finie 
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des ( oor(lonn(^»es ç, to, ? fl*un point quelconque du corps, il faudra encore con- 
naître les valeurs des quantités ^', ^% "ç^ y . . .; et l'on y parviendra en combi- 
nant les six équations de condition entre ces neuf quantités, comme il a été 
dit (Sect. IX, art. 29). 



III. 

Fragment sur les équations générales du mouvement de rotation 

d'un système quelconque. 



Les expressions que nous avons trouvées, page 21 5, sont très propres à 
représenter les valeurs des sommes 

relatives à tous les corps m d'un système quelconque; car il est clair que les 
signes sommatoires ne doivent affecter que les coordonnées a, 6, c, el nulle- 
ment les quantités 5', ri', Ainsi Ton aura, après le développement, 

^m(r/;»-+-^yî*-f-^r) 

— ^P» ^m(^»-+- c*) H- û^Q» § m(«*-i- c*) 4- ^K* ^ m(«'4- ^>«) 

— 2 r/P^Q ^ m a^ — 2 dVdW ^ mac — 2 é/Q cfR § m^c -h 2 r/P ^ m(^ c/c — c </^) 

'\''3Ldi}^m(cda — adc)-\-2dK^m{adb — bda)^ ^m{da^^db^ -+- dc^ ), 

^m{Kdl-ldti)^ n'dr -H r/r/A 4- ri'd\, 

^m{ndK'^Kdn)^l'dX-^^l' e/A + ^^A, 
en faisant, pour abréger, 

dY = dV^m{b^-\-c^)-di}^mab-d?^^mac-^^m{bdc-cdb), 
dl=dQ^m{a^ -{- c^) - dP ^mab — dK^mbc -^^m{c da -- adc), 
d\r=^d^^m{a^vb^)-dl?^mac'-d(i^mbc-^^m{adb^bda); 
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cl il est bon de remarquer que les valeurs des quantités dT, d\, d\ sont les 
différences partielles de la valeur de 

relatives aux variables dP, dQ, dR. 

Si Ton différentie les trois dernières équations, on aura les valeurs des for- 
mules 

Sm(?t/»r)-yî6?»|), ^m(Çé/«5-|r/^Ç), ^m(ndK--Kd'-n), 

qui entrent dans les équations générales pour le mouvement d'un système 
quelconque de corps autour de son centre de gravité ou d'un centre fixe, que 
nous avons données dans l'article 7 de la Section 111. 

Ces équations deviendront ainsi, en substituant, pour les différentielles do 
;', 5", . . ., les valeurs de l'article 13, 

r (^r — e/ A r/R -h e/A dQ) -+- r (^*A — d\dP -^dTdlX) 

4-r(^A-^é/Q4-rfArfP) H-§m(ÇY-'nX) = o, 

r/(^*r ~ d\dR -h d\ dQ) H- n'id^à — d\dP -^dTdW) 
-h rr(d^\^dTdQ -^d\dP)-h Sm(ÇX - ÇZ) - o, 

^' (^r — dldR-h d\ dQ) + r(^*A ^dXdP-^ dTdlX) 
-ht,''{d^\-dTdQ-hd\dP) -f-^m(Y3Z — ÇY)=:o. 

Si l'on ajoute celles-ci ensemble, après les avoir multipliées respectivement 
par r, Ti', £', par C", tq", l" et par Ç'^, r,", ^'^, et qu'on fasse, pour abréger, 

X'=Ç'X-hy)'YH-rZ, 
Y'=:Ç''X-i-y)''Y-+-rZ, 

7J rz^'^XH-Yl'^YH-rZ, 

on aura, en vertu des formules des articles 2 et 5, les trois équations sui- 
vantes : 

^r — rfA ^l -h d\ dQ = ^m(cY' - bZ'), 

d^l — dXdP -r^é/Kz=^m(aZ' -cX'), 
dW — dTdQ-hdldPz:^ ^M^^' - «Y'), 
qui ont toute la généralité et la simplicité dont la question est susceptible. 
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IV. 

Autre fragment sur la rotation d'un système quelconque. 



Ainsi Ton a, en général (p. ai 5), 

-¥- {adW — cdP 'hdb)*-{- (bdP --adQ -^ dey. 

Si les forces accélératrices ne dépendent que de la situation respective des 
corps, elles ne seront fonctions que de a, 6, c. Faisant 

rfQ rfR n , rfP rfR o rfP rfQ Cl 

dP o bdc — cdb dQ O cda — a de 



dV Ç\ ùdc — cao dKlÇ\ 
~^'dtï^^ di ^"5^0"' dt 

dl\ C^ adb — bda C\ 
-^^fS"" dt -^S"- a.//« 



dKc\ adb-^bda c\ da* -h db* -i- dc^ 

m — 



On aura, relativement aux variables dP, dQ, dlX, 

^ $dP-{--:^,ddQ-\- Jl-ddR=:0, 



SdP ^ ' Ô6/Q ^ ' odR 
savoir (art. 15, p. 217) 

ÔT . .... . . ÔT 



ô 



'^(d dP -{- dQdR - dRdQ) -h ^{dSQ -h dRdP ^ dP SR) 

^j^{diR-^dPiQ^dQdP) = o; 

d*où l'on tire les équations 

dT 5T ,-^ oT ,^ 

''ârfp - ârfô ''^ ■*- ërfR ''^ = "• 

. 5T aT ._ 5T .„ 
. ÔT ÔT „ âT -, 
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savoir, en changeant rfP, dQ, rfR enpdt, qdt, rdt. 



\ 



,in ( dT dix.. 



comme dans les équations (A) de la page 23 1; mais ces formules-ci sont géné- 
rales, quelle que soit la variabilité de a, b, c. 
Ainsi on aura tout de suite l'intégrale 



Ensuite on aura aussi 



/^T\' /dT\' /<yr\« -, 



.dT ,<)T ,dT 



mais qui ne sera pas une difîérehlielle complète, à cause de la variabilité de a^ 
6, c; mais on aura toujours, par le principe des forces vives, l'intégrale 

T -+- V =r const., 

V étant égal à ^11 m, Il dénotant la fonction provenant des forces attractives 

(Secl. III, art. 34). 

EnOn, en multipliant ces équations respectivement par e/^', e/^", t^*', on aura, 
en les ajoutant, 

savoir, à cause de c^'=(rÇ''—<7Ç'^)c/^, ... (p. ai4), 



y., dT w- ôT >m àT ^ , 

dp âq ^ dr 



et de môme 



, j . , ÔT „âT - ôT -., ôT ^- dT ^„ dT 

dp dq dr dp dq dr 
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On peul remarquer que ces équations soot celles de la conservation des aires ; 

car on a (p. 21 5) 

di^l' da!^ :,' db'^ l' dd , 

dr\ = n' da! -^ri' dh' ^ri' dc\ 

d!:=iX:da!^7 db'-^^ dd; 
de là 

4 e/Y] - Yi t^ =r 4- (^' a -h r * -+- r ^) (tï'^fe'H- nV^»'-h -fï'dc') 

— ( ti' a -h ti' 6 -r- ti-'c) ( 4' d^-h l' db'-h c," dd ) 
— (adb'—bda')^-'(add-'cda')X''^{bdd-'Cdb')t:\ 

idi:^^di=^ {l'a H- r ^ H- Te) (r^-h r^^'n- r ^') 

= -^{adb'-'bda!)fi''-\-{adc''--cda')-n'''-(bdd-'Cdb')rï\ 

■rî< — Cé/Yj = -h (tî'a -h Yj'6 -h n'^c) (r da'^ T ^^'-4- C ^C) 

Or» en prenant les sommes, on trouve que 



ùp 



dt^^m^bdd'-c db'). 



j? €/< = §m(c da'— a dd ), 
de là on aura donc aussi 

dp 

(c) 1 ^^r::^n,^'^n-\ 

et si Ton subslilue les valeurs de/?, ^, r, tirées de ces équations, dans Téqua- 

lion 

T -f- V = const., 

on aura une équation finie en \\ yî', . . ., savoir entre les angles 9, ^ et w. 
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Les équations (c) ci-dessus sont les mômes qui ont été trouvées à la 
page a43, par une voie moins directe. 
Si maintenant on multiplie les équations {0) de la page précédente par 

"57' "^' ^' ^^ qu*on les ajoute, on aura par les formules de la page 212, à 

dP dQ dR 

causede/,= -,7=^>/-:^. 

dT (TT ^T IdL-hmdM-hndS 
^^"^^5^ -^''57= di 

Mais nous avons trouvé Téquation 

.^T ,dT ,dT 

pd -z hqd ^ hrrf3-=o, 

' dp ^ ôq or 

qui résulte des équations {a) multipliées par />, ry, r et ajoutées; donc, si Ton 
désigne par dT la variation de T relative ^ a, b, c seulement, on aura 

dT=:^-dp -h T-dq -^ -j-dr -h dT; 
dp oq or 

donc, ajoutant Téquation précédente, on aura 



^ ./ dT dT dT\ ,-, 
'^ = \PTp-^'^Tq^"d?)'^^^' 



donr 

dT dT àT ^ r,^ 

Mais le principe des forces vives donne 

Th- V=:const.; 

donc on aura 

dT dT dT „ rx^ \r 

^Tp-^'^d^'^'dy^^^f'^^^"^' 

donc 

et si rt, 6, c sont constantes, dT = o; et V sera constant s*il ne provient que 
des forces intérieures. 
L'équation (K) indique que la vitesse de rotation autour d'un certain axe 
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fixe dans Tcspacc est constante dans ce cas. En effet, puisque, dans les for- 
mules de la page 21a, dP^ e/Q, dR indiquent les rotations autour des axes des 
coordonnées a, b, c, et e/L, ^f, dS indiquant les rotations autour des axes des 
X, /, Zy il s*ensuit que, si Ton prend les premières pour dL, dM, e/N, on pourra 
rapporter celles-ci à d'autres axes par rapport auxquels elles deviendront 
(^L), (c/M), (c/N), la position des nouveaux axes étant déterminée par des 
quantités ç', rj', . . . que je désignerai par (|'), (rj'), On aura ainsi 

{d}il)={n')dL'h(n')dM-h{-n'')dS, 

Donc, puisque (5')*-i- (T)'"*- (;'')* = '» si Ton met l'équation ci-dessus sous la 
forme 

,dL dM dN 

^7lt'^"'-dt'^''dï K-/dT-V 



y//* H- m* 4- /i* v^^* -^ ^^^ "+" ^^ 



on pourra faire 






y//* 4- /w* 4- /i* y//* -h m* -h n* ' v//*-f-m*4- /i* 



et l'on aura 



(rfL) K-/dT-V 



rff 



^/•h-»i'-V- rt' 



Ainsi la vitesse de rotation autour d'un axe fixe sera 

K - f'dJ — V 

y//* -f- m* -h /i* ' 

elle sera donc constante lorsque dT sera égal à o et que V sera constant. 

Si les forces accélératrices dépendent de l'attraction d'un corps dont les 
coordonnées relativement au centre des coordonnées a, 6, c, et parallèlement 
aux axes des ^, y), Ç, soient x, y, z, on aura 

n= ' v=SlnDm. 

y/(Z - ^y^ (y - yj )1+ (z - Ç)t ^ 
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Or 




X* -H y* -f- z- r*, 


i'^ri 


«H-î:»=:a«H-Z>' 


'+C«: 


• 


donc 














n = 




I 


1 
r 


x^-f-yYî + zÇ— 


2 

I 


3 (xt + yYH-zC)» 


y/r* 


+ r^ 


'— a(x5-i-yyî-hzÇ) 


r» 


"7 ■ 


a r* 


Or 
donc 




? = « 


r+ H' 


-hc^'-h...; 







x?-^y^ + z?: = «(x$'-f-yrî'4-zÇ')4-^>(x|''4-yyî''+zr) + c(x|''-+-yyî''+zr) 

Soit 

x|' -+-yrî' -+-zÇ' =)., 

xÇ'-+-yyî'H-zÇ'' = fx, 
x?'*'-+-yYî''+zÇ''=:v; 



on aura 



r r' 21-' 2r* 



et (en ne retenant que le dernier terme) 



,, 3 /B-i-C— A., A-4-C — B . A+B-C , i, . ,.n l,^ \ 

\ = j( ; X-H fx'H v'-f-2FfXV-l-2(j/v4-2HAfx) 

^ I \ ^ Ji Ji y 

En n*ayant toujours égard qu*au dernier terme, on aura 

,dYL ^n 3(aX-i-6u-hcv),, 
de ôb r* ^ ^^ 

Donc, multipliant par Dm et intégrant, on aura 



38V FRAGMENTS. 

II faudra donc ajouter ces termes aux trois équations (A), qui deviendront, 
par conséquent. 



JE 
dt 



<n df\ 3[(C -B)fxv+F(v'-f x«) + HXv — GfxX] _ 



ârf dJ àT 3[(A— C)).v-+-G().' — v')-+-FXfi — Hfxv] 



dt 'dp ^ dr "^ r^ ~ **' 

dr dT dTÏ 3r(B — A)).u+ II(^i'— v«) -4- Gav — FXv] 

-dT^Pô^-'^Tp-^- i* -"' 

De là nous tirerons les équations suivantes 



,/w, dT w. dT y,^ dT\ 



dt 



(P)r+(Q)rH-(R)r=o, 






dt 



-t- (P)T)'-H (Q)r)'+ (11)y)'=o, 






rf< 



(P)ï'+(Q)Ç' + (R)Ç'=o, 



où (P), (0), (R) désignent les parties des précédentes qui ne dépendent pas 
de p, q, r. 

Faisons, pour abréger, F=::o, G = o, II = o; négligeonsde plus, dans les 
premiers membres, les diflTérences de A, B, C; on aura alors 

Tp=^P' 57=^^' 5?=^'"' 

ot nos équations deviendront 

. rf'L ^ 3[(C - B)K' + (A - QXvr + (B - A)Xfxg' ] _ ^ 
A -5^ -4- fi - o. 

^ rf'M 3[(C-B)jjtvr,'+(A — C)).vTi''+(B — A)XfxYi'] _ 
«/<»"*' r» 

. rf'N ^ 3[(C - B)fitv;' + (A - C)Xvr-<- (B - A)XfxC'] _ 
A-^+ js o- 



FRAGMENTS. 



Faisant enron» A — H, on aura 
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M. Carnol, étant Minisire de l'Intérieur, a fait acquérir au (iouvernemenl les 
Manuscrits qu'a laissés Lagranp:e ; et, sur son invitation, la Classe dos Sciences 
Mathématiques et Physiques de l'Institut a nommé une Commission pour 
faire le choix de ceux qui se trouvent en état d'être imprimés. (]ette Commis- 
sion, composée de Legendre, Prony, Poisson et Lacroix, n'a cru devoir faire 
imprimer aucun des manuscrits laissés par Lagrange; le tout a été classé et 
réuni en seize Volumes. 



Rapport de M. I^acroix sur les manuscrits laissés par Lagrange. 

(Extrait du proccs-vcrbal de la séance du lundi 3 novembre 1817.) 

Au nom d'une Commission, M. Lacroix lit le Rapport suivant sur les manuscrits laissés 
par M. Lagrango. Il propose do classer ces papiers, do les faire relier en Volumes qui 
seront déposés à la Bibliothèque pour être consultés par les savants. La proposition est 
adoptée. 

Le Gouvernement, sur la proposition du Ministre de Tlntérieur, acquit les papiers laissés 
par M. Lagrange pour les transmettre à cette Classe, qui nous a chargés de les examiner, 
de les mettre en ordre et de faire choix de ceux qui seraient en état d'être livrés à l'ira- 
pression. Dans sa première séance, tenue le 5 juin 181 5, la Commission arrêta que le chef 
du Secrétariat relèverait les titres de tous ces papiers, qu'il en formerait une liste, que les 
pages en seraient comptées, et qu'ils seraient paraphés par tous les Membres, ce qui fut 
exécuté dans les séances suivantes, où l'on eut soin de prendre les précautions nécessaires 
pour assurer la conservation de ces papiers. H a été décidé ensuite que tous seraient suc- 
cessivement examinés par chacun des Membres, et, pour procéder à cette revue, ils se 
partageaient à chaque séance un certain nombre de pièces enregistrées dans le procès- 
verbal sous le nom de celui à qui elles étaient remises, et qui en rendait compte dans les 
séances suivantes, très souvent par écrit. 

Persuadés que le respect dû à la mémoire de M. Lagrange ne permettait pas qu'on livrât 
à l'impression des écrits trop inférieurs à ceux qui avaient paru de son vivant, les Com- 
missaires ont apporté la plus grande sévérité dans leur examen, et n'ont trouvé en état do 
paraître que des pièces assez peu importantes par leur objet, et en trop petit nombre pour 
composer un Volume; mais, afin de recueillir de nouvelles lumières sur ce sujet, ils ont 
prié leur Confrère, M. Maurice, qui avait été dans une liaison particulière avec M. La- 
grange, de vouloir bien examiner aussi ce choix de pièces. Il a pensé comme eux que les 
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plus considérables seraiciil bien placées dans les Additions à ki Coniuùssance des Temps 
et dans les Mémoires de l'Académie. Deux Xoles 1res courtes, et dont le sujet indiquait 
clairement la place, ont été imprimées. 1^ première, concernant la détermination de l'or- 
bite des comètes, a été mise à la fin du second Volume de la Mécanique analytique 
(•>.* édition); et l'autre, contenant la rectification d'un passage de la à' édition du Traite 
de la Résolution des équations numériques, vient d'être ajoutée à la fin de cet Ouvrage. 

Le reste des papiers de M. I^grange ne se compose que de manuscrits, de Mémoires 
déjà imprimés, d'essais auxquels l'auteur n'a pas cru devoir s'arrêter, et même souvent de 
calculs sans discours dont il n'a pas toujours été possible de deviner le sujet, ou enfin de 
Notes que faisait M. Lagrange sur ses lectures: car, ce qui est bien remarquable et doit 
servir d'(»xemple aux jeunes géomètres, cet homme consommé ne négligeait aucune pro- 
duction mathématique tant soit peu importante et Tétudiait la plume à la main, afin de s'en 
mieux rendre compte. 

On savait que M. Lagrange avait entrepris autrefois un travail considérable sur le mou- 
vomcnl des projectiles dans les milieux résistants et sur la force de la poudre, et l'on a 
trouvé, en effet, des matériaux assez nombreux sur ce sujet, mais incomplets, détachés et 
demandant une entière rédaction. M. de Prony a été chargé d'en tirer les résultats les plus 
remarquables, et sur lesquels il fera un Rapport particulier ( * ). 

('.ependant, si dans tous les papiers de M. Lagrange il s'en est trouvé si peu qui fus.sent 
susceptibles de publication, leur ensemble ne sera pas sans intérêt pour celui qui voudra 
connaître les progrès des idées de cet illustre géomètre dans quelques-unes de ses recher- 
ches. Joints aux manuscrits des Ouvrages qui font époque, tels que la Mécanique a/talr- 
tique, ces papiers forment une Collection que l'Académie doit être flattée de posséder 
comme riiérilago d'un Membre dont le nom a décoré sa liste pendant plus de quarante ans, 
et qui devint pour ainsi dire une richesse nationale quand il se fixa parmi nous. 

La Commission pense donc que ceux de ces papiers qui ne sont pas destinés à l'impres- 
sion, composés en grande partie de feuilles détachées, doivent, après avoir été classés avec 
soin, être reliés en Volumes, afin qu'on puisse les consulter au besoin, sans altérer leur 
ordre ou nuire à leur conservation, et qu'alors le dépôt en soit fait à la Bibliothèque pour 
notre usage et celui des savants étrangers qui voudraient en prendre connaissance. 

Avec les écrits de M. Lagrange étaient aussi quelques Mémoires d'Euler, mais déjà im- 
primés ou refondus dans ses Ouvrages, quel([ues-unos de ses Lettres et toutes celles que 
M. Lagrange avait revues de d'Alembert, qui renferment quelques particularités curieuses, 
mais où les mêmes sujets reviennent trop souvent et ont trop perdu de leur importance 
pour qu'on puisse les publier autrement ([ue par extraits. Ce ne pourrait être alors que 
dans quelque écrit concernant l'histoire des Mathématiques ou l'histoire littéraire du 
xviii" siècle, et là figurerait bien le discours très concis et très modeste prononcé par 
M. Lagrange à l'Académie de Berlin, lorsqu'il y fut admis. 

Signe à la minute : 
Poisson, LEr.KNDRE. Maurice, de Pnoxv, Lacroix rapporteur. 

(') M. Poisson a publié ces formules. Journal de VKcole Polytechnique, tome XIIL 

{J. Bertrand.) 
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